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Una vez de haber comprendido las reglas generales que gobiernan el movimiento,
la préxima etapa es investigar las interacciones responsables de tales movimien-
tos. Una de ellas es la inferaccién gravitatoria, que se manifiesta en el movimiento
planetario y en el movimiento de la materia en conjunto. La gravitacion, a pesar
del hecho de que es la mas débil de todas las interacciones conocidas, es la pri-
mera interaccién cuidadosamente estudiada, debido al natural interés del hombre
en la astronomia y a que la gravitacién es responsable de muchos fenémenos que
afectan directamente nuestras vidas. Otra interaccion es la inferaccion electro-
magnélica, que es la mejor comprendida y quizds la de mayor importancia desde
el punto de vista de la vida cotidiana. La mayoria de los fenémenos que obser-
vamos alrededor nuestro, incluyendo los procesos quimicos y biolégicos, son
el resultado de interacciones electromagnéticas entre atomos y moléculas. Una
tercera clase la constituyen la inferaccion nuclear o fuerle, la cual es responsable
de la unién de los protones y neutrones (conocidos como nucleones) dentro del
nicleo atémico, y otros fenémenos conexos. A pesar de la intensa investigacién
nuestro conocimiento de esta interaccion es atn incompleto. Una cuarta clase
es la inleraccion débil, responsable de ciertos procesos entre las particulas funda-
mentales, tales como la desintegracion beta. Nuestra comprensiéon de esta inter-
accién es ain muy pobre. Las intensidades relativas de estas interacciones son:
fuerte considerada como unidad; electromagnética ~ 10-2; débil ~ 10-5; gravi-
tatoria ~ 103, Uno de los problemas no resueltos todavia en la fisica es el
porqué de tan sélo cuatro interacciones, y la razén de tan gran diferencia en sus
intensidades.

Es interesante recordar lo que dijo Newton, hace 200 afios, con respecto a las
interacciones:
¢No tienen las pequeiias Particulas de los Cuerpos ciertos Poderes o Fuerzas,
por medio de los cuales actiian. .. entre ellas para producir una gran Parte de
los Fenomenos de la Naturaleza? Porque es bien conocido, que los Cuerpus actian
unos sobre otros por las Atracciones de la Gravedad, el Magnetismo y la Elec-
tricidad;... y no es improbable que haya més Poderes atractivos que éstos . . .
No considero aqui como se realizan estas atracciones... Las Atracciones de la
Gravedad, el Magnetismo, y la Electricidad alcanzan distancias muy considera-
bles,... y puede haber otras que alcancen sélo distancias tan pequeiias que
escapen a la observacion;.... (Opficks, Libro 111, Query 31).

Para describir estas interacciones, introducimos el concepto de campo. Por
campo entendemos una propiedad fisica que se extiende sobre una regién del
espacio y se describe por una funcién de la posicion y el tiempo. Para cada inter-
accién suponemos que una particula produce alrededor de ella el campo corres-
pondiente. Este campo a su vez actia sobre una segunda particula para producir
la interaccién requerida. La segunda particula produce su propio campo, el cual
actua sobre la primera particula, dando lugar a una interaccién mutua.

Aunque las interacciones pueden describirse por medio de campos, todos los
campos no corresponden necesariamente a interacciones, un hecho implicito en
la definicién de campo. Por ejemplo, un meteorélogo puede expresar la presion
atmosférica y la temperatura como una funcion de la latitud y la longitud de la
superficie y la altura sobre la tierra. Tenemos entonces dos campos escalares:
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el campo de presion y el campo de temperaturas. En un fluido en movimiento,
la velocidad del fluido en cada punto constituye un campo vectorial. El concepto
de campo tiene asi una utilidad grande y general en fisica.

En el capitulo 13 discutiremos la interaccion gravitatoria y su campo. En los
capitulos 14 al 17 (que aparecen en el volumen 1il), consideraremos las interac-
ciones electromagnéticas. Trataremos las otras interacciones en el volumen IIL
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13.1 Introduccion

Uno de los problemas fundamentales que ha intrigado al hombre desde los albores
de la civilizacién ha sido el movimiento de los cuerpos celestes 0, como decimos
hoy dia, el movimiento planetario. Quiz4 uno de los procesos mas interesantes
en la historia de la ciencia ha sido la evolucion de nuestra comprension del mo-
vimiento planetario.

Los griegos, que consideraban al hombre como el centro del universo, supu-
sieron que la tierra era el centro geométrico del universo y que los cuerpos celestes
se movian alrededor de la tierra. Los cuerpos conocidos en aquel tiempo fueron
ordenados de acuerdo con la distancia promedio a la tierra: la luna, Mercurio,
Venus, el sol, Marte, Jupiter y Saturno.

La primera hipotesis relacionada con el movimiento planetario consistié6 en
suponer que los planetas describian circulos concéntricos, teniendo a la tierra
en su centro. Esta suposicion, sin embargo, no explicaba el movimiento obser-
vado de estos cuerpos con respecto a la tierra, y la geometria del movimiento
planetario se hizo mas y mds compleja. En el siglo segundo de la era cristiana,
el astronomo Ptolomeo de Alejandria desarroll6 la teoria de las epicicloides para
explicar este movimiento. En forma sencilla se suponia que el planeta describia,
con movimiento uniforme, un circulo denominado un epiciclo, cuyo centro a su
vez, se desplazaba en un circulo mayor, concéntrico con la tierra y llamado defe-
rente. La trayectoria resultante del planeta es asi una epicicloide (Fig. 13-1). En
algunos casos era necesario una disposicion méas complicada para describir los
movimientos planetarios. En nuestro lenguaje actual, lo que hicieron los griegos
fue describir el movimiento planetario con respecto a un sistema de referencia
situado en la tierra.

Esta descripcion fue aceptada comeo correcta hasta que, en el siglo dieciséis,
el monje polaco Nicolas Copérnico (1473-1543), que buscaba una solucién mas
simple, propuso describir el movimiento de todos los planetas, incluyendo la
tierra,- con respecto al sol, el cual estaria en el centro. La idea no era nueva;
habia sido propuesta por primera vez por el estronomo griego Aristarco alrededor
del siglo tercero antes de Cristo. De acuerdo a Copérnico, el orden de las 6rbitas
de los planetas con respecto al sol era el siguiente: Mercurio, Venus, La

Planeta
)
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Fig. 13-1. Modelo epicicloidal del movimiento planetario referido a la tierra.



412 Interaccion gravitacional (13.1
tierra, Marte, Jupiter y Saturno, la luna girando alrededor de la tierra. Lo que
Copérnico propuso esencialmente fue otro sistema de referencia situado en el sol,

respecto al cual el movimiento de los planetas tenia una descripcion mas sencilla.

TABLA 138-1 Datos bdgicos del Sistema Solar *

=
T

o

. i Radio Periodo | 842

Cuerpo B::;;ncﬁ Ml?ga ]I_):tr;gﬁ;; d: medio de la| del mov. -E‘i
! ’ 6rbita, m orb. s 2:

;e

El sol 6,96 x 10® [ 1,98 x 10%* | 2,3 x 10¢ — — —
Mercurio| 2,34 x 10% | 3,28 x 102 | 5,03 x 10® | 5,79 x 10! | 7,60 x 10%| 0,206
Venus 6,26 x 10% | 4,83 x 10%* 43} 1,08 x 10 1,94 x 107} 0,007
La tierra| 6,37 x 108 | 5,98 x 10% | 8,62 x 10¢ | 1,49 x 10" | 3,16 x 107 | 0,017
Marte 3,32 x 10% | 6,40 x 10% | 8,86 x 104 | 2,28 x 10! | 5,94 x 107 | 0,093
Jupiter | 6,98 x 107 | 1,90 x 10%" | 3,54 x 10* | 7,78 x 10'* ;3,74 x 10%| 0,049
Saturno | 5,82 x 107 | 5,68 x 102 | 3,61 x 10¢ | 1,43 x 10'? | 9,30 x 10%| 0,051
Urano 2,37 x 107 | 8,67 x 10%*% | 3,85 x 10¢ | 2,87 x 101? | 2,66 x 10°| 0,046
Neptuno| 2,24 x 107 | 1,05 x 10% | 5,69 x 10¢ | 4,50 x 10?* | 5,20 x 10°| 0,004
Pluto (3,00 x 10%) (5,37 x 10%*) N 5,91 x 102 | 7,82 x 10°} 0,250
La luna | 1,74 x 10% | 7,34 x 102 | 2,36 x 10¢ | 3,84 x 10% |2,36 x 10%| 0,055

* Las cantidades entre paréntesis son dudosas. Los datos orbitales de la luna se
dan con respecto a la tierra.

El sol, el cuerpo mds grande de nuestro sistema planetario, coincide practica-
mente con el centro de masa del sistema, y se mueve mas lentamente que los
otros planetas. Esto justifica el haberlo escogido como centro de referencia, ya
que es, practicamente, un sistema inercial. Lo propuesto por Copérnico ayudé al
astronomo Johannes Kepler (1571-1630) en el descubrimiento de las leyes del
movimiento planetario, como resultado del andlisis cuidadoso de las mediciones
astronémicas de Tycho Brahe (1546-1601). Estas leyes, denominadas leyes de
Kepler, son una descripcion cinematica del movimiento planetario y se enuncian
de la siguiente manera:

I. Los planetas describen drbitas eliplicas, estando el sol en uno de sus focos.

1. El vector posicion de cualquier planeta con respecto al sol barre dreas iguales
de la elipse en tiempos iguales. (Esta proposicion se denomina la ley de las dreas).

1. Los cuadrados de los pertodos de revolucion son proporcionales a los cubos
de las distancias promedio de los planelas al sol. (Esta ley puede expresarse por
la ecuacién P? = kr3, siendo k una constante de proporcionalidad).

La siguiente etapa en la historia de la astronomia fue una discusiéon de la
dindmica del movimiento planetario y un esfuerzo por determinar la interaccion
responsable de tal movimiento. Es aqui donde Sir Isaac Newton (1642-1727)
llevo a cabo-su grandiosa contribucion, la ley de gravilacién universal. Esta ley
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(que se discutird mas adelante en este capitulo), formulada por Newton en 1666,
solo fue publicada en 1687, cuando apareci6 como un capitulo en su monumental
trabajo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.

Los datos mas importantes del sistema solar han sido recolectados en la tabla 13-1.

~

13.2 La ley de gravilacion

Después de su proposicion de las leyes del movimiento (capitulo 7), la segunda
contribucién de Newton, v quizas la mas grande al desarrollo de la mecénica
fue el descubrimiento de la ley de interaccion gravitacional; esto es, la interaccion
entre dos cuerpos, ya sean planetas o particulas pequeias, que produce un mo-
vimiento que puede ser descrito por las leyes de Kepler.

Fig. 13-2. Interaccion gravitacional - — .

entre dos masas. m m

En primer lugar, de acuerdo a la seccion 7.14, la ley de las areas (o segunda
ley de Kepler), indica que la fuerza asociada con la inleraccion gravilacional es
central. Esto es, la fuerza actiia a lo largo de la linea que une los dos cuerpos
interactuantes (Fig. 13-2), en este caso un planeta y el Sol. Segundo, si suponemos
que la interaccion gravitatoria es una propiedad universal de toda materia, la
fuerza F asociada con la interaccion debe ser proporcional a la *“cantidad” de
materia de cada cuerpo; esto es, a sus masas respectivas m y m’. Luego podemos
escribir F = mm’f(r).

Fig. 13-8. Balanza de torsion de Cavendish. Cuando las masas m’ se colocan
cerca a las masas m, su atraccion gravitatoria produce un torque en la barra hori-
zontal que da lugar a la torsién de la fibra OC. El equilibrio se establece cuando
los torques gravitatorio y torsional se igualan. El torque torsional es proporcional
al angulo 0, que se mide por la deflexién de un rayo reflejado en un espejo situado
en la fibra. Repitiendo el experimento a varias distancias r, y usando diferentes
masas m y m’, podemos verificar la ley (13.1).
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Determinar la dependencia entre la fuerza F y la distancia r, es un problema
mads dificil. Podemos determinar esta dependencia experimentalmente midiendo
la fuerza entre las masas m y m’ para varias separaciones y deduciendo de nuestras
observaciones la relacion entre F y r. Este procedimiento que ha sido realizado,
requiere un equipo experimental muy sensible debido a que la interaccion es
extremadamente débil y la fuerza gravitacional es muy pequeiia a menos que las
masas sean muy grandes (tales como la de dos planetas), o la distancia r sea
muy pequefia. Pero en este segundo caso, como veremos mas tarde, otras inter-
acciones mds fuertes que la gravitacional entran en juego e impiden observar
los efectos gravitatorios. El resultado de estos experimentos nos permite llegar
a la conclusion que la inferaccion gravilacional es alracliva y varla inversamente
con el cuadrade de la dislancia enire los dos cuerpos; esto es f{(r) « 1/r2

Por consiguiente la expresion de la fuerza de gravitacién es

mm’

F=y (13.1)

rz
donde la constante de proporcionalidad y depende de las unidades utilizadas
para las otras cantidades. Por ello y debe determinarse experimentalmente mi-

diendo la fuerza F entre dos masas conocidas m y m’ a una distancia conocida r.
El valor de vy en unidades MKSC es

y =16,67 x 1008 Nm?kg2 (6 m®kg1s?).
Podemos entonces establecer la ley universal de gravitacion de Newfon diciendo que

la interaccion gravitacional enfre dos cuerpos puede expresarse por una
fuerza de atraccion ceniral proporcional a las masas de los cuerpos e
inversamenle proporcional al cuadrado de la distancia que los separa.

Al discutir la ec. (13.1) hemos sugerido que la interacci6n gravitacional entre
dos masas puede derivarse de los experimentos, pero ello no implica que la inter-
accion gravitatoria sea la fuerza responsable del movimiento planetario de acuerdo
a las leyes de Kepler. En efecto, Newton no procedi6 en la manera en que nosotros
lo hemos hecho, sino en sentido inverso. Usando las leyes de Kepler, derivo
la ec, (13.1) para la fuerza entre dos planetas y luego generalizoé este resultado
para aplicarlo a dos masas cualesquiera. Presentaremos ahora una discusiéon
simplificada del método de Newton, posponiendo un analisis mas general hasta
la secciéon 13.5.

La primera ley de Kepler establece que la érbita de un planeta es una elipse.
Un caso particular de una elipse es un circulo, en el cual los dos focos coinciden
con el centro. En este caso, de acuerdo a la segunda ley, la fuerza F se dirige
hacia el centro del circulo. Por ello, usando la ec. (7.28) para la fuerza centripeta
en el movimiento -circular y refiriendo el movimiento de m a un sistema de refe-
rencia situado en m’ (Fig. 13-4), podemos expresar la fuerza como

mv?

F = .
r
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Estrictamente hablando, deberiamos usar en lugar de m,
la masa reducida del sistema compuesto de m y m’, de
acuerdo a la ec. (9.15), pero nuestra simplificacion no
afecta nuestras conclusiones. Recordando que v =
= 2nr/P, tenemos

. 4 r2mr

= .

p?

Pero la tercera ley de Kepler, en el caso especial de una
orbita circular cuando la distancia promedio entre m y Fig. 18-4. Movimiento

m’ es el radio del circulo, es P? = kr3. Luego de la particula m bhajo
su interaccidn gravita-
g 472m , cional con m’.
kr?

que demuestra que para satisfacer las leyes de Kepler la interaccién gravitacional
debe ser central e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.

Newton mismo verifico la veracidad de su hipdtesis comparando la aceleracion
centripeta de la luna con la aceleraciéon de la gravedad ¢ = 9,80 m s-2, La ace-
leracién centripeta de la luna es a, = v3fr =4=%/P? con r = 3,84 X 10®. m y
P =236 x 108 s. Asi a. = 2,72 x 10~ m s~% Por consiguiente

gla. = 3602 ~ (60)%

Pero, como el radio de la tierra es de R = 6,37 x 10° m, tenemos que

2 2
(£) = (24) ~ oo
R 6.37
Por consiguiente g/a. = (r/R)* y, dentro de la exactitud de nuestro cdlculo apro-

ximado, las dos aceleraciones estin en proporcion inversa del cuadrado de las
distancias de los puntos desde el centro de la tierra.

EJEMPLO 13.1. Relacionar la aceleracién de la gravedad con la masa de la tierra.
Usando la respuesta, estimar la masa de la tierra.

Solucion: Consideremos una particula de masa m sobre la superficie terrestre. Su
distancia al centro de la tierra es igual al radio de la tierra R. Luego, si denotamos
la masa de la tierra por M, la expresién (13.1) nos da la fuerza sobre el cuerpo,

F = ymM/R:

Esta fuerza fue definida en la ec. (7.16) como el peso del cuerpo, y por consiguiente
debemos igualarla a mg, donde g es la aceleracién de la gravedad. Luego

mg = ymM/R?
o, cancelando el factor comuin m, tenemos
g = YyM/R2,

Este resultado da la aceleracién de la gravedad en funcién de la masa y el radio
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de la tierra. Notar que la masa del cuerpo no aparece en esta expresién, y por ello
(si despreciamos la resistencia del aire) todos los cuerpos caen con la misma ace-
leracién, de acuerdo con nuestras observaciones.

Despejando la masa M de la tierra, obtenemos

M = gR%~y.

Introduciendo los valores numéricos apropiados ¢ = 9,8 ms-%, R = 6,37 X 10* m,
y ¥ = 6,67 x 10-1* m3 kg-!s-?, obtenemos M = 5,98 x 10* kg.

El estudiante debe notar que en este ejemplo hemos usado la distancia de 1a masa m
al centro de la tierra. En otras palabras, hemos supuesto implicitamente que la
fuerza sobre m es la misma como si toda la masa de la tierra estuviera concentrada
en su centro, una suposicién que se justificard en la secciéon 13.7.

EJEMPLO 13.2. Calcular la masa de un planeta que tiene un satélite.

Solucién: Supongamos que un satélite de masa m describe, con un perfodo P, una
érbita circular de radio r alrededor de un planeta de masa M. La fuerza de atraccién
entre el planeta y el satélite es

F = ymM/r2.

Esta fuerza debe ser igual a m veces la aceleracién centripeta v%*r = 4n/P2 Por
consiguiente
4n*mr  ymM

P2 rz

Cancelando el factor comin m y despejando M, obtenemos
M= 4n?r3/yP2L

Sugerimos que el estudiante utilice esta expresién para reevaluar la masa de
la tierra, usando los datos de la luna (r = 3,84 x 10*m y P = 2,36 x 10°s). La
concordancia con el resultado del ejemplo 13.1 es una prueba de la consistencia de la
teoria. Esta férmula puede también ser utilizada para obtener la masa del sol,
usando los datos de los diferentes planetas.

13.3 La masa inercial y gravitacional

En el capitulo 7 introdujimos el concepto de masa en relacion con las leyes del
movimiento. Por dicha razon la denominamos masa inercial. También hemos
supuesto que las leyes del movimiento son de validez universal y son por lo tanto
las mismas para toda clase de materia, ya sean electrones, protones, neutrones,
o grupos de estas particulas. Por otro lado, en este capitulo hemos estado discu-
tiendo una interaccion particular llamada gravitacion. Para caracterizar su inten-
sidad, debemos dar a cada porcion de materia una carga gravitacional o masa
gravitacional my.Debiamos haber escrito entonces la ec. (13.1) en la forma

F = ymgmy/r2,

Sin embargo, si suponemos que la gravitacion es una propiedad universal de
toda clase de materia, podemos considerar que la masa gravitatoria es propor-
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cional a la masa inercial, y por consiguiente la relacion

masa gravitacional, m,
masa inercial, m

K =

debe ser la misma para todos los cuerpos. Escogiendo apropiadamente las uni-
dades de m,y, podemos hacer que esta relacion valga uno y entonces usar el mismo
namero tanto para la masa gravitatoria como para la masa inercial. Esto se ha
hecho implicitamente en la seleccion del valor de la constante y. La constancia
de K, que es equivalente a la constancia de vy, ha sido verificada experimental-
mente para toda clase de cuerpos con gran cuidado, y puede considerarse como
una hipétesis correcta. El hecho bien demostrado de que todos los cuerpos cerca
de la superficie terrestre caen con la misma aceleracion es una indicacion del
hecho de que la masa inercial y la masa gravitatoria son lo mismo, ya que, bajo
dicha suposicion, la aceleracion de la gravedad es ¢ = yM/R?, como se discutid
en el ejemplo 13.1, y ¢ es independiente de la masa del cuerpo que cae. Por con-
siguiente, en adelante usaremos el término ‘“masa’’ para referirnos ya sea a la
masa inercial o a la gravitatoria, puesto que no se pueden distinguir.

De la ec. (13.1) podemos definir la unidad de masa como la masa que, cuando
se le coloca a la unidad de distancia de una masa igual, la atrae con una fuerza
igual a y unidades. Escogiendo apropiadamente el valor de y podemos definir
una unidad de masa. Sin embargo, el escoger arbitrariamente y puede alterar la
estructura de las ecuaciones de la mecdnica. Otros inconvenientes con este pro-
cedimiento de definiciéon de la masa unitaria es que requiere previamente la defi-
niciéon de fuerza. Por ello este procedimiento no es utilizado. En su lugar, como
indicamos previamente, seguiremos el método inverso, y, después de haber esco-
gido las unidades de masa y fuerza, determinamos experimentalmente el valor de v.

Una manera de medir o comparar las masas de
dos cuerpos es utilizar un tercer cuerpo como re- ‘
ferencia. Consideremos dos masas m y m’ situa- @-———r_-—_<f—@
das a la misma distancia r de una tercera masa
de referencia M (Fig. 13-5). Luego, de acuerdo

con la ec. (13.1), las fuerzas sobre m y m’ son @ P/ :

r2 Fig. 13-5. Método de com-
paracion de dos masas my m’

. mediante su interaccidn gra-
La os fuerzas es F/F' = O
relacion entre estas dos / vitacional con una tercera

= m/m’. Por consiguiente, si tenemos un método a5 A2,

para comparar fuerzas sin necesidad de medir

cada una de ellas, la relacion precedente propor-

ciona un método para comparar y medir masas. El principio de la balanza
permite que usemos este método cuando el cuerpo de referencia es la tierra. La
balanza se encuentra en equilibrio cuando las dos fuerzas son iguales, y por consi-
guiente las masas son iguales. Hemos justificado asi el método indicado en la
seccion 2.3 para medir la masa mediante una balanza.
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13.4 La energia potencial gravitacional

Debido a que la interaccion gravitacional dada por la ec.(13.1) es central y depende
solamente de la distancia, corresponde a una fuerza conservativa. Podemos por
consiguiente asociar con ella una energia polencial gravilacional. Suponiendo que
el origen de coordenadas se encuentre en m’ y considerando solamente la fuerza
que actua sobre m, notamos que F, siendo una fuerza de atraccion, tiene direc-

cion opuesta al vector » = OA = ru,, donde u, es el vector unitario en la direc-

cion QA y, por consiguiente, en lugar de la ec. (13.1), debemos escribir con mas
propiedad la ecuaciéon vectorial

mm’
F-—_"

U, (13.2)
r

Esta fuerza es igual al gradiente de la energia potencial pero con signo negativo,
En nuestro caso, como la fuerza es central y actua a lo large del radio, la energia
potencial depende solamente de r y es sufi-
ciente aplicar la ec. (8.25) esto es, F, =

| = — ¢E,/or. Entonces F, = — ymm'[r* y
.

oE,  ymm’

or o

Integrando, y asignando el valor cero a la

F 3 energia potencial a distancias mu andes
O‘——?——"‘—f‘(bt.r*— gia p y gr

(r = oc), obtenemos

Ep r dr
dE, = ymm' —,
.[ 0 oo I?
Fig. 18-6. La atraccion gravi- dando para la energia potencial gravitacional

tacional de m’ sobre m es opuesta del sistema compuesto de las masas m y m’,
al vector unitario u, alejandose la expresion
de m’.

mm’
Ep=—-"" (13.3)
r
La energia total del sistema de dos particulas sometidas a su interaccion gravi-

tacional es entonces

E = im® + jmv? — T (13.4)
r

Para un sistema de mas de dos particulas, sometidas a su interaccion gravita-
cional, la energia total es

— 2 - YI;m;
E=S  gmet— > XU
Todas las Todos Tij
particulas los pares

En el caso de dos particulas, refiriendo su movimiento a un sistema de referencia
situado en el centro de masa del sistema, podemos usar el resultado del ejemplo 9.9
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para expresar la energia cinética de las dos particulas como Ej = }usf,, donde u
es su masa reducida y v, es su velocidad relativa, de modo que la energia total
en este sistema es

E = }uf,— v

’

mm

12

En el caso especial en que la masa de la particula m’' es mucho mayor que la masa
de m (m’ > m), tenemos [recordando la definicién de masa reducida, ec. (9.15)]
que p & m. En este caso m’ coincide practicamente con el centro de masa del
sistema, y podemos reemplazar la velocidad relativa v, por la velocidad de m
con respecto al centro de masa, resultando

Ymm'

E =1impy —
im .

(13.5)

Si la particula se mueve en una érbita circular, la fuerza que actuia sobre la masa
estd dada por la ec. (7.28), Fy = mv?[r, y, reemplazando Fy por la fuerza gra-
vitatoria de la ec. (13.1), tenemos

mu2 ymm'

Por consiguiente

'l‘ml)2 = i Ymm'
2 r

y la ec. (13.5) se reduce a

E-=_TYm (13.6)
2r

indicando que la energia total es negativa. Este resultado es mas general que lo
que nuestra demostracion pueda sugerir; todas las orbitas eliplicas (o cerradas)
tienen una energia total negativa (E <C0) cuando definimos la energia potencial
como cero para una separacion infinita. Una érbita cerrada significa que la energia
cinética no es suficiente en ningin punto de la érbita para llevar la particula al
infinito, para lo cual cambiaria su energia cinética en energia potencial y ven-
ceria la atraccion gravitacional. Esto puede verse porque, a una distancia infinita,
el segundo término de la ec. (13.5) vale cero, y debemos tener E = 4mv?, una
ecuacion imposible de satisfacer si E es negativa.

Pero si la energia es positiva (E > 0), la particula puede llegar al infinito y
tener ain energia cinética. En la ec. (13.5) si suponemos r = oo, y designamos
la velocidad en el infinito por v, la energia cinética en el infinito es

i, =E 6 v, =) 2E/m. (13.7)

Este resultado puede interpretarse de la siguiente manera. Supongamos que la
Particula m se encuentra a una distancia muy grande de m’ y se le arroja hacia
ella con velocidad v, denominada velocidad de aproximacion, de modo que la
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E<0 E>0 E=0

03

Elipse Hipérbola Parabola

Fig. 13-7. Relacién entre ta energia total y la trayectoria en el movimiento bajo
una fuerza que varia inversamente con el cuadrado de la distancia.

energia total se determina por la ec. (13.7). Mientras la particula m se aproxima
a m’, su energia potencial disminuye (volviéndose mas negativa), y la energia
cinética aumenta hasta que alcanza su maximo valor en el punto de mayor pro-
ximidad, el cual depende del momento angular de la particula (recordar la sec-
cién 8.11 y la Fig. 8-18). Entonces la particula comienza a alejarse, pierde energia
cinética y eventualmente, a grandes distancias, recupera la velocidad v,,. La
trayectoria es una curva abilerta, Yy
puede demostrarse que es una hipérbola

______ (seccion 13.5).
Hipérbola ~ E] caso particular de energia total cero
E>0 (E = 0) es interesante porque entonces
la particula, de acuerdo a la ec. (13.7),
se encuentra en reposo en el infinito
(oo = 0). La Orbita estd aun abierta
Parabols pero en lugar de ser una hipérbola, es aho-
E—q Tauna pardbola. Fisicamente correspon-
de a la situacion en la cual se suelta
una particula m a una distancia de m’
E<0 con una velocidad inicial que hace igua-
Elipses les su energia cinética y su energia po-

tencial.

La Fig. 13-7 muestra los tres casos po-
Fig. 18-8. Trayectorias de uma par- qples jindicando en cada caso la energia

ticula lanzada horizontalmente desde total. 1 . tencial. 1 i
una altura h sobre la superficie terrestre  t0tal, 1a encrgla polencla’, 2a energla:

con una velocidad v, cinética, y el tipo de orbita.

A
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Estos resultados son muy importantes cuando se desea colocar en 6rbita un
satélite artificial. Supongamos que un satélite se lanza desde la tierra. Después
de alcanzar su maxima altura h debida al lanzamiento, yecibe un impulso final
en el punto A, produciendo una velocidad horizontal v, (Fig. 13-8). La energia
total del satélite en A es

_ymM
R+h’

La o6rbita serd una elipse, una pardbola, o una hipérbola dependiendo de que E
sea negativo, cero o positivo. En todos los casos el centro de la tierra se encuentra
en un foco de la trayectoria. Si la energia es pequeiia, la érbita eliptica inter-
sectara la tierra y el satélite retornard. Si no lo fuera se movera en una 6rbita
cerrada, o escapara de la tierra, dependiendo del valor de v,

La misma logica se aplica a un satélite natural como la luna, Obviamente
para satélites interplanetarios puede requerirse una érbita con energia positiva.
En cualquier caso, generalmente se requiere algin mecanismo de guia para ajustar
la trayectoria después del lanzamiento.

E = imv} —

EJEMPLO 13.3. La velocidad de escape es la velocidad minima con la cual debe
lanzarse un cuerpo desde la tierra para que llegue al infinito. Calcular la velocidad
de escape de un cuerpo lanzado desde la tierra.

Solucién: A fin de que la particula llegue al infinito, la energia total debe ser cero
0 positiva, y obviamente la minima velocidad corresponderd a la energia total cero.
Por consiguiente, de la ec. (13.5) con E = (, y denominando M la masa de la tierra,
R su radio, y ve la velocidad de escape del proyectil, tenemos {mv? — ymM/R = 0,
la cual da la relacién necesaria entre v, y R en la plataforma de lanzamiento. Por
consiguiente la velocidad de escape desde la tierra es

ve = V2¢yM/R = 1,13 x 10* m s-!, (13.8)

que es igual a 40.700 km/hr o alrededor de 25.280 mi/hr. Nétese que la velocidad
de escape es independiente de la masa del cuerpo. Sin embargo, la fuerza requerida
para acelerar un cuerpo hasta que alcance la velocidad de escape depende de la
masa del cuerpo, y esta es la razdn por la cual los proyectiles y satéliles requieren
de motores muy poderosos.

Un proyectil lanzado desde la tierra con una velocidad ve dada por la ec. (13.8)
tendra velocidad cero cuando llegue al infinito. Si la velocidad es mayor que ve
la particula llcgara al infinito con alguna velocidad. Si la velocidad de lanzamiento
€s menor que Ve, la particula regresara a la tierra, a menos que sea colocada en una
orbita limitada mediante sucesivas etapas del cohete propulsor y se cambie la di-
reccidn de la velocidad, como se explicé en conexién con la Fig. 13-8.

El concepto de velocidad de escape es también util al determinar el escape de
los gases de la atmdsfera terrestre. Si suponemos que los gases que constituyen
la atmésfera se encuentran en equilibrio térmico, la velocidad rcm de sus moléculas
esta dada por la ec. (9.59) como

Urem = J3kT/m. . (13.9)

La velocidad rafz media cuadritica de los gases encontrados en la atmésfera te-
rrestre a su temperatura promedio son: hidrégeno, 1908 m s-!'; helio, 1350 m s ;
nitrégeno, 510 m s-!; oxigeno, 477 m s-1; y biéxido de carbono, 407 m s-1. En todos
los casos la vrem €s menor que la v., y podemos llegar a la conclusién que ninguna
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molécula de gas puede vencer la atraccién gravitacionaly escapar de la tierra. Pero
esto seria una conclusién falsa.

La velocidad raiz media cuadritica vrem es una velocidad promedio, y ello sig-
nifica que hay muchas moléculas que se mueven con velocidades mayores o meno-
res que Drcm. AUN si vrem €5 Menor que v, un cierto nimero de moléculas se mueven
con velocidades iguales o mayores que b., y éstas pueden escapar de la tierra,
especialmente si se encuentran en las capas superiores de la atmésfera. De las ci-
fras arriba indicadas, vemos que este efecto es mds importante para los gases li-
geros que para los pesados, y ésta es una de las razones por la cual el hidrégeno
y el helio son escasos en nuestra atmdsfera. Se ha estimado que, debido a este efecto
gravitatorio, el hidrégeno escapa de la tierra a un promedio de 1,3 x 10% 4tomos
por segundo, lo cual equivale aproximadamente a 600 kg por ailio. Sin embar-
go, esto no representa la pérdida total de hidrégeno de la superficie terrestre, y
la pérdida neta puede ser diferente debido a otros procesos.

Para el planeta Mercurio, la velocidad de escape es mucho menor que para la
tierra ; lo mas probable es que haya perdido casi toda su atmésfera. Lo mismo es
cierto para la luna. Venus tiene una velocidad de escape casi. igual a la de la tierra.
Marte tiene una velocidad de escape alrededor de 1/6 la de la tierra, y por ello re-
tiene algo de su atmosfera, pero ha perdido proporcionalmente una fraccién mayor
de su atmésfera. De hecho, la presién atmosférica de Marte es mucho menor que
la de la tierra. Para los otros planetas, la velocidad de escape es mayor que la de la
tierra, y por ello todavia retienen la mayor parte de sus atmoésferas originales.
Sin embargo, por otras razones, la composicién de las atmésferas de estos planetas
son diferentes de la de la tierra.

EJEMPLO 18.4. Determinar la velocidad de un cuerpo, que se suelta a una dis-
tancia r del centro de la tierra, al llegar a la superficie terrestre.

Solucién: La velocidad inicial del cuerpo es cero y su energia total, de acuerdo a la
ec. (13.5) es por consiguiente

E=_ﬁ{mM’
r

donde m es la masa del cuerpo y M la masa de la tierra. Cuando llega a la super-
ficie terrestre, su velocidad es v y su distancia al centro de la tierra es el radio de la
tierra R. Por ello

M
E = T .
mv R

Igualando ambos valores de E, ya que la énergia ha permanecido constante (des-
preciamos la friccién atmosférica), tenemos

ymM ymM

[
Despejando p?, obtenemos

1 1
| J— . ——
D—ZYM(R r)'

N :
0, recordando del ejemplo 13.1 qup{g = yM/R’f se obtiene

—

“

v = 2R (—1— - l)

R r (13.10)
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Esta expresién puede también usarse para encontrar la distancia r alcanzada por
un cuerpo lanzado verticalmente con velocidad v desde la superficie terrestre.

Si el cuerpo se suelta a gran distancia de modo que 1/r es despreciable compa-
rado con 1/R, obtendremos

Do = f2Rg = Y2YM/R = 1,13 x 10* m s-,

de acuerdo con el resultado dado en-la ec. (13.8) para la velocidad de escape. Esto
no es sorprendente, puesto que este problema es justamente el reverso del problema
del ejemplo 13.3. El resultado obtenido da, por ejemplo, la velocidad aproximada
con la cual un meteorito choca con la superficie de la tierra.

13.5 El movimiento general bajo la interacciéon gravitacional

Hasta el momento hemos establecido las Ieyes de Kepler solamente para érbitas
elipticas. En la seccion 13.2 hemos demostrado que, de acuerdo a estas leyes,
el movimiento se produce, por lo menos en el caso de las 6rbitas circulares, cuando
la fuerza es de atraccion e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.
Sin embargo, en la seccién 13.4, cuando discutimos la energia, indicamos que
estas leyes se cumplen para 6rbitas hiperbélicas y parabolicas, ademas de cum-
plirse en las elipticas. Verifiquemos ahora esta afirmacion.

En el capitulo 8 desarrollamos una relacion (ec. 8.42) entre las coordenadas
polares de una particula en funcién de las magnitudes dindmicas del movimiento.
Si usamos la ec. (8.37) para la energia potencial efectiva, podemos escribir dicha
relacion en la forma siguiente

(dr )2= mert {2[E—Ep(r)] _ } (13.11)

do 12 m m2r?

donde L es el momentum angular de la particula. Ahora la ecuacién de una sec-
cién coénica en coordenadas polares con el origen en un foco (ver la nota al final
de esta seccién) es -
ed
r

=1+ ¢ cos 6, (13.12)

donde ¢ es la excentricidad y d la distancia del foco a la directriz. Derivando
la expresion con respecto a 6, obtenemos

ed dr
— —— —— = —¢gsen b,

e de
y asi
(dr)’_r‘senze
do]  a

Sustituyendo en la ec. (13.11) y cancelando r* en ambos lados, podemos escribir

@m? | 2[E—Eyr)] L2
L? m mir |’

sen? 0 =
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Ahora, de la ec. (13.12), cos 6 = d/r — 1/e. Por consiguiente

=1

.

1\2 2 1
sen26=1.__(;0529=1__(£____) 2 2
r £

2 er e?
Sustituyendo en la ecuacién previa, se obtiene
| # 2 1 _ 2¢mE  2EmENr) &
2 er e L2 L2 o

Cancelando el término d%/r* en ambos lados e igualando aquellos términos que
son constantes y aquellos dependientes de r, obtenemos

2 2
2dmbE_ 1 p__L (1_i) (13.13)
L? & 2 d’m e?
y |
o #mE,(r)  2d 12
_ _ 6  Er) —=— . 13.14

La ec. (13.14) indica que, para describir una seccion conica con el centro de fuerzas
en un foco, la energia potencial E,(r) debe variar con la distancia como 1/r, y
por consiguiente la fuerza, la cual es F, = — 9Ep/or, debe variar como 1/r2
Esto generaliza la primera ley de Kepler al incluir la hipérbola y la parabola,
ademas de la elipse, como orbitas posibles.

La orbita serd una elipse, parabola, o hipérbola dependiendo de que la excen-
tricidad e sea menor que, igual a, o mayor que, uno. De la ec. (13.13) vemos que
esta relacion corresponde a una energia total E negativa, cero, o positiva, veri-
ficando asi nuestra discusién de la seccion 13.4.

Debemos notar que una hipérbola tiene dos ramas, y bajo la accién de una
fuerza de atraccion se describe solamente la rama con respecto al centro de atrac-
cion (rama derecha de la Fig. 13-9). Si la fuerza es de repulsion, esto es F = + C/r?,
la érbita corresponde a la rama de la izquierda de la Fig. 13-9. En este caso, esto
es, para una fuerza de repulsion, la energia potencial es E, = 4 C/r, y es posi-
tiva. Por lo tanto, la energia total £ = }mu? 4 C/r es siempre positiva y no hay
orbitas limitadas. Ya hemos considerado el movimiento bajo la accién de una
fuerza de repulsién que varia con el inverso del cuadrado de la distancia cuando
discutimos la dispersién en el ejemplo 7.16.

Las consideraciones precedentes serian suficientes para proporcionar un ani-
lisis completo del movimiento planetario si supiéramos que el movimiento de un
planeta alrededor del sol no fuera afectado por los otros planetas y cuerpos ce-
lestes. En otras palabras la orbita de la tierra (y de todos los otros planetas)
seria una elipse perfecta si no hubiera otras fuerzas, ademas de la del sol ac-
tuando sobre la tierra. Sin embargo, la presencia de otros planetas introduce
perturbaciones en la érbita de un planeta. Estas perturbaciones pueden calcu-
larse con gran exactitud mediante técnicas especiales que constituyen la ciencia
llamada mecénica celeste. Las perturbaciones pueden ser analizadas, esencial-
mente, por dos efectos. Un efecto es que la orbita eliptica de un planeta no es
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)

Trayectoria de m

bajo una fuerza
de atraccion

Trayectoria de m
bajo una fuerza
de repulsién

Fig. 13-9. Trayectorias hiperbdlicas bajo fuerzas de atracciéon y de repulsién que
varfan con el inverso del cuadrado de la distancia.

cerrada, sino que el eje mayor de la elipse rota muy lentamente alrededor del
foco donde estd situado el sol, efecto que se denomina avance del perihelio
(Fig. 13-10a). El otro efecto es una variacion peridédica de la excentricidad de la
elipse con respecto a su valor promedio, como se indica en la Fig. 13-10(b). Estos
cambios ocurren muy lentamente. En el caso de la tierra tienen un periodo del
orden de 10° afos (alrededor de 21’ de arco por siglo para el movimiento del
perihelio). Aun asi, han producido efectos notables, especialmente en los cambios
lentos de las condiciones climaticas de la tierra. Estos cambios han sido indicados
por los geofisicos que han estudiado las diferentes capas de la corteza terrestre.

—

e -

(21) ()

Fig. 18-10. Perturbaciones en el movimiento planetario.
{a) Rotacién del eje de la elipse. (b) Oscilacion en la excen-
tricidad de la elipse. Los dos efectos han sido grandemente
exagerados.

Al discutir el movimiento en un campo gravitacional hemos supuesto que puede
usarse la mecdnica newtoniana de los capitulos 7 y 8. Sin embargo, un anélisis
mds preciso requiere el uso de la teoria general de la relatividad de Einstein (ver
seccion 13.8). Uno de los principales efectos relativisticos es una rotacién adi-
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cional del eje mayor de la 6rbita de un planeta. Este efecto relativistico es maximo
para la érbita de Mercurio, el planeta mas cercano al sol y el cual tiene una de
las 6rbitas més excéntricas. El avance observado del perihelio de Mercurio ex-
cede, cerca de 42 de arco por siglo, el efecto calculado por medio de la me-
canica Newtoniana que toma en cuenta la perturbacion de los otros planetas. La
teoria general de la relatividad de Einstein predice precisamente este avance
adicional del perihelio. Este efecto relativistico es mucho menor para otros pla-
netas, y no se ha observado aun.

Nota sobre secciones cémicas: Una familia importante de curvas planas son las
secciones conicas. Una seccién cénica se define como una curva generada por un
punto que se mueve de modo que la relacién entre su distancia a un punto denomi-
nado foco, y a una linea, llamada directriz, es constante. Hay tres clases de sec-
ciones cénicas, llamadas elipse, parabola, e hipérbola, dependiendo de si esta cons-
tante (llamada la excentricidad) es menor que, igual a, o mayor que, uno. Desig-
nando la excentricidad por e, el foco por F, y la directriz por HQD (Fig. 13-11),
tenemos

e = PF/PQ.

Ahora PF = r, y si establecemos que' FD = d, entonces PQ = FD— FB=d—r
cos 0. Luego ¢ = r/(d—r cos 6). O, despejando r, encontramos que

%:1 + e cos 6.

Esta es-la forma de la ecuacién de una seccién cénica que se ha usado en el texto
(ec. 13.12). (En algunos textos, la ecuacién de la seccién cénica es derivada usando
el dngulo = — 0, y por ello la ecuacién aparece en la forma ed/r = 1 —c¢cos0.)
En el caso de una elipse, que es una curva cerrada, el punto A corresponde a 6 = 0
y el punto A’ a 6 = =. Asf, de acuerdo a la ecuacién polar, tenemos

T ed o ed
N Directriz |H T + ¢ y ' 1—e
|
] ! P Luego, como r, + r, = 2a, el semieje
b X ——4Q mayor estd dado por
| |
v £ J . 044! ed
O ¢ F| B D ¢1t=*}(r1+r.)=1 .
\ u - -_—
El semieje menor es b =al1-—e y
el drea de la elipse es

Fig. 18-11. Elementos geométricos de S=rnab=na}1—er
la elipse.
Un circulo es un caso especial de una elipse
cuando ¢ = 0. (Para mayores detalles sobre
secciones cénicas, y en particular la elipse, ver G. B. Thomas, Cdlculo infinitesimal
Y géomefria analitica, tercera edicién. Madrid : Aguilar, 1964, pag. 473).

EJEMPLO 13.5. En el caso del movimiento eliptico, relacionar la energia total
Y el momentum angular, con el semieje mayor a y la excentricidad ¢ de la elipse.
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Soluciéon: De la nota precedente sobre secciones cénicas, sabemos que el semieje
mayor de una elipse se expresa en funcién de la excentricidad ¢ v la distancia d
de acuerdo con

_ _ ¢ - 2a
1—e?’ . 9%
Por consiguiente, de la ec. (13.13) tenemos ﬁ
; PN
_L* e—1 LI ‘
2d2m e = 2cdma’
Perodelaec. (13.14) con Ep = — ymm’/r, tenemos
. Ian’ _ L2 Lt _ ,
r medr 6 med ymm

Realizando la sustitucién correspondiente en la  Fig. 13-12.  Orbitas elipticas pa-
expresién de E, obtenemos ra diferentes valores del momen-

tum angular pero igual energia.
ymm’ Todas las érbitas tienen el mismo
2a foco y eje mayor, pero difieren
en excentricidad.
Comparando este resultado con la ec. {13.6), que
derivamos para 6rbitas circulares, vemos que
son esencialmente idénticas, ya que a = r para una érbita circular. Este resultado
también confirma el hecho de que la energia total es negativa y depende sola-
mente del semieje mayor a. De modo que todas las érbitas elipticas que tienen el
mismo semieje mayor como se ilustra en la Fig. 13-12 tienen la misma energia total,
aunque diferentes excentricidades. Usando la expresién ¢d = a(1—:?*), podemos es-
cribir otra relacién util : :

E-—

L?* = ym*m’sd = ym*m’a(1 — ¢?).

Eliminando el semieje mayor a usando la expresién previa de la energia E, obte-
nemos la excentricidad de la 6rbita.

2
52=1+_2£( L,).
m ymm

Vemos asf que la excentricidad depende de la energfa y el momentum angular. Las
érbitas ilustradas en la Fig. 13-12 tienen todas la misma energia, pero diferente mo-
mentum angular y tienen diferentes excentricidades. En otras palabras, en un campo
que pvaria con el inverso del cuadrado de la distancia, a una energia total dada pueden
corresponder diferentes estados de momentum angular. Esto es de gran importancia
en la discusién de la estructura atémica, debido a que en un dtomo puede haber
varios electrones que tienen la misma energia pero diferente momentum angular.

Resumimos los resultados precedentes diciendo que el “famaiio” de la drbita
(dado por el semieje mayor) es determinado por la energia, y que para una energia
dada, la “forma’’ de la drbita (dada por la excentricidad) estd determinada por el
momentum angular.

EJEMPLO 13.6. Verificar que la tercera ley de Kepler se cumple en érbitas elip-
ticas.

Solucién: Recordemos que en la seccién 13.2 usamos la tercera ley de Kepler para
verificar la ley del inverso del cuadrado para la fuerza en el caso de érbitas circu-
lares. Verificaremos ahora que esta ley se cumple también para cualquier érbita
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eliptica. La demostracién es de manipulacién algebraica directa basada en las pro-
piedades de la elipse.
De la ec. (7.35), que expresa la constancia del momento angular, tenemos que

L ap-Llog
dt m m

En un perfodo P el radio vector barre el 4rea de la elipse y 6 varia de 0 a 2. Por
ello podemos obtener el drea de la elipse escribiendo:

tr L (* LP
Area — =de=—-J' dt = =
rea i!or om ), t om

Pero el drea de la elipse es ma*(1 — £?)1/* (ver la nota al final de la seccién 13.5).
Por consiguiente

fad(l —e?) = L*P*/4m?.
Pero del ejemplo 13.5 tenemos que L? = ym*m’a(1 — ¢%). Por lo tanto

4t
Pt = ) a’,

38 — ' pt 6
nta ym m

que es la tercera ley de Kepler, ya que el valor promedio de r es obviamente pro-
porcional al semieje mayor a. :

13.6 El campo gravilacional

Pl Introduciremos ahora un concepto muy
/ importante en fisica, el de campo gravi-
lacional. Supongamos que tenemos una
masa m y que colocamos, en diferentes

Fig. 18-18. El campo gravitacional pro-
ducido por una masa puntual en
varios puntos.

posiciones alrededor de m, otra masa m’
(Fig. 13-13). En cada posicién la masa m’
experimenta una fuerza debida a su in-
teraecion gravitacional con m y dada por
la ec. (13.2),

ymm'

F—_

ol

Por supuesto, que en cada posicion de
m’, la masa m experimenta una fuerza
igual y opuesta. Sin embargo, por el
momento solamente estamos interesados
en lo que le pasa a m’.

Podemos decir que la masa m produce, en el espacio que larodea, una situacion

fisica que llamamos un campe gravitacional, y que se reconoce por la fuerza que m
ejerce sobre otra masa, tal como m’, colocada en dicha region. Si existe algin
efecto en el espacio vacio alrededor de m, aun cuando no usamos una carga de
prueba m’ para examinar el campo, es algo sobre lo que sélo podemos especular,
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y es hasta cierto punto una interrogante sin importancia, ya que notamos el campo
gravitatorio solamente cuando usamos nna segunda masa.

La inlensidad del campo gravitacional & producida por la masa m en el punto P
se define como la fuerza ejercida sobre la unidad de masa colocada en P. Luego

F .Ym ()O___T___:(J ‘ur—'____

g:

_:_n—’ o o
(13.15) Fis: 13-14. El campo gravitacional en
) P, producido por la masa puntuat m, es

. ] . opuesto al vector unitario u,.
Luego el campo gravitacional ¥ tiene di- P or u’

reccion opuesta a la del vector unitario

u,, el cual se dirige de la masa que produce el campo al punto donde se calcula
el campo. En otras palabras, el campo gravitacional siempre seitala hacia la masa
que lo produce.

La expresion (13.15) da el campo gravitacional a una distancia r de una par-
ticula de masa m colocada en 0. Podemos asociar entonces con cada punto en el
espacio alrededor de m (Fig. 13-14) un vector ¥ dado por la ec. (13.15), tal que
la fuerza gravitacional ejercida sobre cualquier masa colocada en dicha region se
obtiene multiplicando la masa por el valor correspondiente de . Esto es,
F = (masa de la particula) x ¥.

De la definicion vemos que la intensidad del campo gravitacional se mide en
N kg o m s y es dimensionalmente equivalente a una aceleracion. Compa-
rando la ec. (13.15) con la ec. (7.16), notamos que la aceleracion de la gravedad
puede considerarse como la intensidad del campo gravitacional en la superficie
de la tierra.

mg
T3///,O
Gs my
P 6 o -2--0O
G
e)
Fig. 18-15. Campo gravitacional re- Fig. 18-16. Lineas de fuerza y su-
sultante d¢ varias masas. perficies equipotenciales del campo
gravitacional de una masa puntual.
Supongamos ahora que tenemos varias masas m,, my, mg, ... (Fig. 13-15), cada

.na produciendo su propio campo gravitacional. La fuerza total de una particula
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de masa m en P es obviamente
F=m& +m&,+m¥&,+ ...
=m¥% +%,+% + ...) =mG, (13.16)

donde €, 9,, @,, ... son los campos gravitacionales producidos por cada masa
en el punto P, y se calculan de acuerdo a la ec. (13.15). El campo gravitacional
resultante en el punto P es por lo tanto el vector suma

=% +% 1%+ ... =~{z‘,-%u,,-. (13.17)

Un campo gravitacional puede representarse figurativamente por l{neas de
fuerza. Se traza una linea de fuerza de modo que en cada punto la direccion del
campo es tangente a la linea que pasa por el punto. Las lineas de fuerza se trazan
de modo que su densidad sea proporcional a la inlensidad del campo. La Fig.
13-16 muestra el campo alrededor de una masa puntual; todas las lineas de
fuerza son radiales y la intensidad del campo es mayor cerca a la masa. La
Fig. 13-17 muestra el campo alrededor de dos masas desiguales, es decir, la tierra
y la luna. Aqui las lineas no son radiales y en la vecindad del punto A4 la inten-
sidad es muy débil (en A es cero). ‘

Otro concepto importante es el de polencial gravitacional, definido como la energia
potencial por unidad de masa colocada en el campo gravitacional. Asi, si en un
cierto punto en un campo gravitacional, una masa m’ tiene una energia potencial
E,, el potencial gravitacional en dicho punto es V = E,/m’. El potencial gravi-
tagional se expresa en las unidades J kg—! 0 m? s-2,

De la ec. (13.3), dividiendo por m’, vemos que el potencial gravitacional a una
distancia r de una masa m es

V = — ymr. (13.18)

Si en lugar de una particula, tenemos varias masas, como en la Fig. 13-15, el
potencial gravitacional en P es la suma escalar V=V, + V, + V, 4+ ..., 0

v=._Y(’"1 LM my +...)=—Y2f%. (13.19)

n Ty Iy i

Comparando la ec. (13.18) con la ec. (13.15) notamos que la magnitud del
campo gravitacional es

Y =—oV/er, (13.20)
y en general, de la expresion F = — grad E,, obtenemos
% =—grad V, . (13.21)

donde ‘‘grad” significa gradiente, como se indicé en la seccion 8.7. Por consi-
guiente, el campo gravitacional es el gradiente con signo negativo del potencial gra-
vitacional. En coordenadas rectangulares podemos escribir

oV oV ov

gx=—— [ gz=_m

or dy az
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Fig. 18-17. Lineas de fuerza v superficies equipotenciales del campo gravitacional
resultante, producido por la tierra y la luna. En A el campo gravitacional es cero.
[Segan W. T. Scott, Am. J. Phys. 83, 712 (1965)].

El concepto de potencial gravitacional es muy util porque, como es una cantidad
escalar, puede calcularse muy facilmente, como indica la ec. (13.19), y puede
obtenerse luego la intensidad del campo gravitacional aplicando la ec. (13.21).

Uniendo los puntos en los cuales el potencial gravitacional tiene el mismo valor,
podemos obtener una serie de superficies llamadas superficies equipolenciates.
Por ejemplo, en el caso de una sola particula, cuando el potencial esta dado
por la ec. (13.18), las superficies equipotenciales corresponden a las esferas
r = const, indicadas por las lineas punteadas. Notese que en cada caso las su-
perficies equipotenciales son perpendiculares a las lineas de fuerza. Esto puede
verificarse, en general, de la siguiente manera. Consideremos dos puntos, muy
cerca uno del otro, sobre la misma superficie equipotencial. Cuando desplazamos
una particula de uno de estos puntos al otro, el trabajo realizade por el campo
gravitacional que actua sobre la particula es cero. Esto se debe a que el trabajo
realizado es igual al cambio en la energia potencial. En este caso no hay cambio
en la energia potencial debido a que los dos puntos tienen el mismo potencial
gravitacional. El hecho de que el trabajo sea cero implica que la fuerza es per-
pendicular al desplazamiento. Por consiguiente la direccion del campo gravitacional
es perpendicular a las superficies equipolenciales. Esto significa que si conocemos

L
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las lineas de fuerza podemos facilmente representar las superficies equipotenciales,
y viceversa.*

EJEMPLO 13.7. Discutir el campo gravitacional producido por dos masas iguales
separadas por la distancia 2a.

Solucion: Colocando nuestros ejes de coordenadas como se indica en la Fig, 13-18
y aplicando la ec. (13.19) para dos masas iguales, tenemos que el potencial gra-

vitacional en P(x, y) es
V = —ym (i + —L)

Y : Plr, y)

Ey rl r’
- !
2 | Ahora de la Fig. 13.18 podemos ver que
-7 /
] o n=[z—ar + g,
m;z‘_/,-’ P ml‘: ry = {(x + a)2 + yi]l.‘s.
(—a,0) 0 (a, 0 Asi
1
V=—
e
Figura 18-18 1
[z + a)® + y2*]'2 }

El cambio en el potencial gravitacional producido por las dos masas a medida que
nos desplazamos de — oo a + oo lo largo del eje X se ilustra en la Fig. 13-19. Su-
gerimos que el estudiante haga un grafico similar del potencial producido por cuatro
masas iguales, espaciadas la misma distancia a lo largo de una linea recta.

Para calcular el campo gravitacional, aplicamos la ec. (13.21), usando coordena-
das rectangulares, obteniendo

. _@X_ _ r—a x4+ a
$e = — or Ym{ [((x —a)® + y?]P72 + [(x + a)* + y2]*2 }
ov ] y }
G, L = .
Y oy Ym{ [(x — a)® 4 y?)32 + [(x + a)® + y2)3/®

oo 24—l
I
& & X

H

‘ | 0 [
| |
| |
] I
t |
[ |
l |
| |
I [
| |
i I
| I
I I

Fig. 18-19. Variacién de! potencial gravitacional producido por dos masas iguales
a lo largo de la linea que los une.

* Se recuerda al estudiante la nota a continuacion de la seccién 8.7 respecto al gradiente, donde
se demostré que el vector grad E, es perpendicular a las superficies E,, = const. Esto es equi-
valente a la proposicién anterior ya que & = — grad V.
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El campo tiene simetria de revolucién alrededor del eje X. Sugerimos que el estu-
diante investigue ¢l campo a lo largo de los ejes Y- y Z- y que represente grifica-
mente las lineas de fuerza ; éstas deben ser simétricas alrededor de O. Sugerimos
también que repita el problema, usando las coordenadas polares r, § de P, y que
encuentre ¥, y 9,

EJEMPLO 13.8. Obtener el campo gravitacional producido por una capa delgada
de materia extendida sobre un plano infinito.

Solucion: Dividamos el plano en una serie de anillos, todos concéntricos, con la
proyeccién O de P sobre el plano (Fig. 13-20). Cada anillo tiene un radio R y un
espesor dR. Luego el 4rea es (2nR dR. Si o es la masa por unidad de area sobre el
plano, la masa del anillo es dm = o(2rRdR) = 2rnoRdR. Todos los puntos del anillo
se encuentran a la misma distancia r de P, y por consiguiente el potencial que
produce en P es

ydm 2rnyc RdR
r (za + R '
va que r = (z* + R%!/%, Para obtener el potencial total tenemos que sumar las

contribuciones de todos los anillos. Esto es, tenemos que integrar la expresién an-
terior de R = 0 a R = oo. El resultado es

i RdR
V = —2nvo fo (z* + R
= — 2ny6 (00 — 2).

Obtenemos asi una contribucién infinita

pero constante del limite superior. Como

estamos interesados solamente en la di-

ferencia de potencial entre el plano y el

punto, que es lo que en realidad medi- R
mos experimentalmente, debemos restar

de la expresién anterior el valor para

z = 0; esto es — 2nyo(oo). Obtenemos
finalmente

V = 2nyoz. Fig. 13-20. Campo gravitacional de un
plano.

Lo que realmente hemos hecho es llevar
a cabo un proceso denominado renorma-
lizacidn, en el cual asignamos el valor cero al potencial del plano, y debemos por
consiguiente restar una cantidad infinita. Esta situacién es ilustrativa de casos
similares en otras aplicaciones fisicas en las que el resultado obtenido es infinito
o divergente pero, debido a que estamos interesados solamente en la diferencia entre
‘dos resultados infinitos, esta diferencia puede expresarse por una expresién finita
0 convergente.

El campo en P (ya que z es la coordenada del punto) se obtiene aplicando la
ec. (13.20), que da ‘

¥ = — — = — 2nvye.

0z

El signo menos indica que % sefiala hacia el plano. Nétese que nuestro proceso de
renormalizacién no afecta al campo, ya que la derivada de una constante, no im-
porta cudn grande sea, es siempre cero. E1 campo gravitacional es asf constante o
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Materia
plana 1% ¢
, C=27Yce
_9_.. -.-9_.._ ‘/V = 2#70F2|\ —1_—
—4rYo
—————— 0 ¥/ ) Z
z<0 z>0 G= —2rve

(a) (b) (c)

Fig. 13-21. Variacion de ¢ y V para materia situada en un plano,

independiente de la posicién del punto. Decimos entonces que el campo es uni-
forme. En realidad las expresiones que hemos derivado para V y % son vilidas
solamente para z > 0. Pero la simetria del problema indica que el campo para
z < 0 debe ser la imagen de los resultados para z > 0. Asf, para z << 0, debemos
escribir V = —2ryez y ¥ = 4+ 2nve. Estos resultados son perfectamente com-
patibles con nuestro calculo, debido a que la expresién que hemos usado para calcu-
lar V depende de z* y, al escribir la solucién, deberiamos haberla expresado en
la forma V = 2rnvyolz|, que es vélida para z 5 0.

El potencial y el campo en ambos lados del plano se han ilustrado en la Fig. 13-21.
Podemos notar que, al pasar de izquierda a derecha a través del plano, el potencial
no cambia de valor (pero cambia de pendiente en forma discontinua) y el campo
sufre un cambio sibito de — 4nys. Puede demostrarse que éste es un resultado
general vilido para cualquier distribucién superficial de materia, independiente-
mente de su forma.

13.7 El campo gravitacional debido a un cuerpo esférico

Todas las férmulas expuestas en este capitulo son estrictamente validas solamente
para masas puntuales. Cuando las aplicamos al movimiento de los planetas alre-
dedor del sol, fue bajo la suposicién de que sus tamarios son pequeiios comparados
con su separacién. Si tomamos sus tamaios finitos en consideracién, esto puede
introducir algin factor geométrico en la ec. (13.1). Similarmente, cuando rela-
cionamos la aceleracién de la gravedad g a la masa y el radio de la tierra en el
ejemplo 13.1, usamos la ec. (13.1), a pesar del hecho que el razonamiento anterior
relativamente pequefio no se aplica en este casp. Newton mismo se preocupé por
este problema geométrico, y demoré la publicacién de su ley de gravitacion
universal por unos 20 afios hasta que encontré la explicacién correcta. En
esta seccibn vamos a computar el campo gravitacional producido por un cuerpo
esférico. Comenzaremos calculando el campo gravitacional de una capa esférica;
esto es, de una masa uniformemente distribuida sobre la superficie de una esfera
cuyo interior est4 vacio.

Llamemos a el radio de la esfera y r la distancia de un punto arbitrario P al
centro C de ella. Estamos interesados en obtener la intensidad del campo gravi-
tacional en P. Consideraremos primero el caso cuando P se encuentra fuera de la
esfera (Fig. 13-22). Podemos dividir la superficie de la esfera en zonas circulares
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il

estrechas, todas con centros en la linea
AB. El radio de cada zona es asen 8 y
el ancho es a do. Luego el 4rea de la zona
es

Area = longitud X ancho

= (2na sen 9) (adb) =

= 2na® sen 6 dO. 7 4 ol 7

Si m es la masa total distribuida uniforme- O

mente sobre la superficie de la esfera, la
masa por unidad de 4rea es m/4ra® y la Fig. 18-22,

2ra sen 0

Calculo del campo gra-

masa de la zona circular es vitacional en un punto externo a una
masa distribuida uniformemente so-
4ma2 (2ra? sen 6 d9) — 4m sen 6 db. bre una capa esférica.
[

Todos los puntos de la zona se encuentran a la misma distancia R de P. Por
consiguiente aplicando la ec. (13.19), encontramos que el potencial producido
por la zona en P es

y(dm sen 6d0) ym

dV = — — —— sen 0d6.
R 2R

De la Fig. 13-22, usando la ley de los cosenos, ec. (M.16), notamos que
R? = q®  r* — 2ar cos 6,

Diferenciando, teniendo en cuenta que a y r son constantes, obtenemos

2R dR = 2ar sen 06 d6 6 sen 6 do = RdR.
ar
Sustituyendo en la expresiéon de dV, se obtiene
dv = — ™ 4R, (13.22)

2ar

Para obtener el potencial gravitacional total debemos integrar sobre toda la super-
ficie de la esfera. Los limites de R, cuando el punto P se encuentra fuera de la
esfera, son r + a y r — a. Por consiguiente

ym [(rte Y

| dR=— " @0 =—2, r>aq (13.23)
2ar J . 4 2ar r

es el potencial en un punto exterior a una capa esférica homogénea. Si el punto P
se encuentra dentro de la esfera (Fig. 13-23), los limites de Rsona +ry a—r,
resultando

a+r
V=——-—-—-Y’nJ‘ d =———'Y—-’n— =_ﬂ; H] 13.
2ar J .+ R 2ar () . a r<a (13.24)
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que da un potencial gravitacional que es' cons-
tante, independiente de la posicién de P.

Aplicando la ec. (13.21), encontramos que el
campo gravitacional en puntos fuera de la capa
esférica homogénea es

= ‘;’:‘ u, r>a (13.25

y en puntos en el interior de la capa esférica es

€ =0, r<a (13.26)
Fig. 18-28. Calculo del cam-
Comparando las ec. (13.23) y (13.25) con las ec. po gravitacional en un punto

(13.18) y (13.15), llegamos a la siguiente conclu- interior a una masa unifor-
sion: El campo gravilacional y el potencial para ™Memente distribuida sobre
. . . una capa esférica.

punlos exteriores a una masa uniformemente dis-

tribuida sobre una capa esférica es idéntica al campo

gravitacional y al potencial de una particula de la misma masa situada en el centro
de la esfera. En lodos los puntos inleriores a la capa esférica el campo es cero y el
polencial es constante.

La Fig. 13-24 muestra la variacién de ¥ y V con la distancia del centro de la
esfera. Puede verse que al desplazarse del centro hacia el infinito, el potencial
en la capa esférica no cambia de valor (pero la pendiente cambia en forma dis-
continua). El campo, sin embargo, sufre un cambio siibito de — ym/a?. Recor-
dando que, si o es la densidad superficial de la capa, m = 4ra%s, vemos que el
cambio sibito en el campo es de — 4xys. Obtenemos asi los mismos resultados
que para el plano en el ejemplo 13.8. :

Supongamos ahora que la masa se encuentra uniformemente distribuida en
todo el volumen de la esfera, esto es, la esfera es sélida. Podemos entonces con-
siderar que la esfera esté construida como una cebolla, es decir, como la super-
posicién de una serie de capas esféricas delgadas. Cada capa produce un campo
dado por las ec. (13.25) 6 (13.26). Para un punto exterior a la esfera (Fig. 13-25),

Dentro de la esfera Fuera de la esfera Dentro de la esfera Fuera de la esfera

S I 17 |
l |
|

g=0 I

vaﬁi G1/r2 M

(a) (b)

Fig. 18-24, Variaciéon de @ y de V, en funcién de la distancia al centro, para una
masa uniformemente distribuida sobre una capa esférica.
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”

Pig. 18-26. Calculo del campo gravi- Fig. 18-26. Calculo del campo gravi-
tacional en un punto exterior a una tacional en un punto interior a una
esfera sélida. esfera sdlida.

como la distancia r del centro a P es la misma para todas las capas, las masas
se suman dando nuevamente el resultado (13.25). Por consiguiente una esfera
solida homogénea produce, en punlos externos a ella, un campo gravitacional y un
potencial idénticos a aquellos de una particula de la misma masa situada en el cenlro
de la esfera.®

Inverso con el cuadrado
Lineal

e A Y

—
—

Fig. 13-27. Variacién de ¢ para una esfera homogénea
. s6lida en funcién de la distancia al centro.

Para obtener el campo en el interior de una esfera homogénea, consideremos
un punto P situado a una distancia r del centro, con r < a. Dibujamos una
esfera de radio r (Fig. 13.26) y observamos que aquellas capas con radios ma-

* Este resultado se cumple aun cuando la esfera en lugar de ser homogénea, tenga su masa dis-
tribuida con simetria esférica ; esto es, cuando su densidad es una funcion de la distancia al centro
solamente. Pero no se cumple si la masa est4 distribuida de manera que dependa de la direccion.
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yores que r no contribuyen al campo en P, de acuerdo a la ec. (13.26), ya que P
es interior a ellas, el campo resultante de todas las capas con radios menores
que r produce un campo similar al de la ec. (13.25). Llamemos m’ la masa dentro
de la esfera punteada. Por la ec. (13.25), el campo en P sera

ym'’

G=—

5 un (13.27)

El volumen de la esfera total es $ra® y, como la esfera es homogénea, la masa
por unidad de volumen es m/$ra®. La masa m’ contenida en la esfera de radio r
es entonces

m =" (4 = O

$ra® a®
Sustituyendo este resultado en la ec. (13.27), obtenemos finalmente para el campo
en un punto interior a la esfera homogénea

ymr

Q=
@

Ur. (13.28)

Por consiguiente, el campo gravitacional en un punto interior a la esfera homo-
génea es proporcional a la distancia r del centro. La razon por la cual el campo
aumenta dentro de la esfera cuando el punto se aleja del centro es debida a que
la disminucién por la ley inversa del cuadrado es sobrecompensada por el aumento
en masa, que es proporcional al cubo de la distancia. La Fig. 13-27 muestra la
variacién de ¢ en funcién de r para una esfera sélida homogénea. Esta figura
da, por ejemplo, la variacién que el peso de un cuerpo tendria cuando se le desplaza
desde el centro de la tierra a un punto a gran distancia de él, si la tierra fuera
homogénea.

Dejaremos que el estudiante verifique que el potencial gravitacional en un
punto exterior a una esfera homogénea estd dado ain por la ec. (13.23), pero
en un punto dentro de la esfera, el potencial gravitacional es

= %g;- (r* — 3a?), r <a.

Notese que en el problema esférico que hemos considerado en esta seccion, el
campo gravitacional en un punto depende solamente de la distancia del punto al
centro pero no de la direccion de la linea que une al centro con el punto. Este
resultado era de esperar por la simetria del problema. Si fuéramos a considerar,
en lugar de una esfera homogénea, un cuerpo con diferente geometria o simetria,
o una esfera no homogénea (con la masa distribuida sin simetria esférica), es de
suponer que los angulos aparezcan en la ecuacién. Pero para problemas de sime-
tria esférica las propiedades dependen solamente de la distancia al centro. La
aplicacion de consideraciones de simetria simplifica la solucién de muchos pro-
blemas de fisica.
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Nos encontramos ahora en condiciones de verificar que la ec. (13.1) de la atrac-
ciéon gravitatoria entre dos masas puntuales se aplica también para dos cuerpos
esféricos homogéneos. Supongamos que colocamos una masa puntual m’ a una
distancia r del centro de una masa esférica m (Fig. 13.28). El campo que expe-
rimenta es ¥ = ym/r%, y la fuerza sobre m’' es m'% = ymm’[r®, Por la ley de
accion y reacciéon, m’ ejerce una fuerza igual y opuesta sobre m. Esta fuerza se
considera que se debe al campo creado por m’ en la regién ocupada por m. Ahora,
si reemplazamos m’ por un cuerpo homogéneo esférico de la misma masa, el campo
alrededor de m no cambia, debido al teorema que hemos demostrado y, por con-
siguiente, la fuerza sobre m es la misma. Nuevamente invocamos el principio de
accién y reacciéon y llegamos a la conclusién de que la fuerza sobre la masa esférica
m’ es atn la misma. En consecuencia, dos masas esféricas homogéneas se atraen
entre si de acuerdo a la ley (13.1), donde r es la distancia entre sus centros. Si
las masas no son ni esféricas ni homogéneas aparecerd en la expresién de su
interaccion algun factor geométrico, incluyendo los dngulos que definen su orien-
tacion relativa.

H

Fig. 18-28. La interaccién gravita- N
cional entre dos cuerpos esféricos . - Lo )
homogéneos depende solamente de la \\ /
distancia entre sus centros. ~=7

EJEMPLO 13.9. Discutir la variacién de la aceleracién de la gravedad que tiene
lugar cuando uno se desplaza una pequefia distancia hacia arriba o hacia abajo
de la superficie de la tierra.

Solucién: Llamemos h la altura del cuerpo sobre la superficie terrestre. Su distancia
al centro es r = R + h. La intensidad del campo gravitacional, de acuerdo a la
ec. (13.25) es
_ M __

(R+hp’
donde 1a masa m ha sido reemplazada por la masa M de la tierra. Considerando

que h es pequefia comparada con R y usando la aproximacién binomial (M.28)
'y el resultado del ejemplo 13.1, tenemos

M Y—!-Mh/R)’ =9 (1 + %)_’ ® 9 (I_%)‘

Introduciendo los valores de ¢ y R, obtenemos
¥ = 9,81 — 3,06 x 10-*h ms-*%,

Esta expresién da, aproximadamente, la variacién en la aceleracién de la gravedad
y en el peso de un cuerpo, cuando uno se desplaza hacia arriba una pequeiia dis-
tancia h sobre la superficie de la tierra.

Si por el contrario nos desplazamos hacia el interior de la tierra una distancia h,
tenemos r — R — h. Usando la ec. (13.28), con m reemplazada por M y a por R,

E
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o, introduciendo los valores apropiados
# = 9,81 — 1,53 x 10-*h m s-8,

En ambos casos la gravedad disminuye, pero lo hace mas rapidamente para puntos
situados sobre la superficie que para puntos por debajo (Recordar la Fig. 13-27).

13.8 Principio de equivalencia

El hecho de que las masas inercial y gravitacional sean las mismas para todos
los cuerpos da lugar a un resultado importante:

Todos los cuerpos siluados en el mismo lugar en un campo gravilacional
experimenlan la misma aceleracién.

Un ejemplo de este hecho es el descubrimiento de Galileo de que todos los cuerpos
caen a la tierra con la misma aceleracién. Este descubrimiento, como ya hemos
‘mencionado, es a su vez una prueba indirecta de la identidad de las masas inercial
y gravitacional.

Para demostrar la proposicion anterior notamos que en un lugar donde el
campo gravitacional es %, la fuerza sobre un cuerpo de masa m es F = m%, y
su aceleracion es

la cual es independiente de la masa m del cuerpo sometido a la accién del campo
gravitacional. Nbtese que la aceleracion es igual a la intensidad del campo, lo cual
-es consistente con nuestro resultado previo de que el campo gravitacional se
mide en m s—2,

Si el laboratorio de un experimentador se coloca en un campo gravitacional,
¢l observara que todos los cuerpos con los cuales experimenta, y que no estan
sometidos a otras fuerzas, experimentan una aceleracion comun. El experimen-
tador, al observar esta aceleracién comun, puede llegar a la conclusion de que
su laboratorio se encuentra en un campo gravitacional,

Sin embargo, esta conclusion no es la tGnica explicacién posible de la obser-
vacion de una aceleracion comun. En la seccién 6.2, cuando discutimos el movi-
miento relativo, indicamos que cuando un observador en movimiento tiene una
aceleracion @, con respecto a un observador inercial y @ es la aceleracién de
un cuerpo medida por el observador inercial, la aceleracién medida por el obser-
vador en movimiento se expresa por:

1
a =a—a,

Si el cuerpo esta libre, la aceleracion @ medida por el observador inercial es cero.
Por consiguiente, la aceleracién medida por el observador acelerado es @' = — a,,.
Asi todos los objetos libres parecen tener para el observador acelerado una acele-
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racion comin — @, una situacion idéntica a aquélla encontrada en un campo
gravitacional de intensidad ¢ = — a,. Podemos, de este modo, llegar a la conclu-
sibn de que

un observador no liene medios como distinguir si su laboralorio se
encuenlira en un campo gravitacional uniforme o en un sislema de
referencia acelerado.

Esta proposicion es conocida como el principio de equivalencia, ya que muestra
una equivalencia, en lo que se refiere a la descripcion del movimiento, entre un
campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado. La gravitacion y la
inercia parecen no ser dos propiedades diferentes de la materia, sino s6lo dos
aspectos diferentes de una caracteristica fundamental y universal de toda la
materia.

Supongamos, por ejemplo, que un observador tiene un laboratorio en un tren
que se mueve sobre rieles horizontales con velocidad constante, y que las ven-
tanas estan cubiertas de modo que el observador no tiene acceso al mundo ex-
terior. EI observador experimenta con algunas bolas de billar dejandolas caer,
y nota que todas caen con la misma aceleracién. Puede llegar entonces a la con-
clusién que esta rodeado por un campo gravitacional vertical en direccion hacia
abajo, lo cual es la interpretacién normal. Pero igualmente podria suponer que
lo que sucede es que su tren esta siendo elevado con una aceleracion vertical,
igual y opuesta a la de las bolas, y que las bolas est4n libres y no estan sometidas
a ningin campo gravitacional.

Supongamos ahora que el observador coloca bolas sobre una tabla de billar
situada en el tren. Cuando el observador nota que las bolas ruedan sobre la mesa
hacia la parte posterior del tren con una aceleraci6én comun, €l puede llegar a la
conclusién que sobre su laboratorio actia un nuevo campo gravitacional hori-
zontal dirigido hacia la parte posterior del tren o que su laboratorio es acelerado
hacia adelante horizontalmente. La segunda suposicién es la usual, asociada con
una decision del maquinista de acelerar el tren. Sin embargo el tren podria en
su lugar ir subiendo una cuesta, lo cual es equivalente a producir un campo gra-
vitacional paralelo al piso del tren, con el mismo resultado en el movimiento de
las bolas de billar.

Debido al principio de equivalencia,

las leyes de la naturaleza deben ser expresadas de modo que sea im-
posible distinguir enire un campo gravitacional uniforme y un sislema
de referencia acelerado,

una proposicion que constituye la base del principio general de la relatividad
enunciado por Einstein en 1915. Este principio requiere que las leyes de la fisica
se escriban en una forma independiente del estado de movimiento del sistema de
referencia, Como podemos ver la idea fundamental del principio general de la
relatividad es muy simple. Sin embargo, su formulacién mateméatica es algo
compleja, y no la discutiremos.

Examinemos ahora el caso de un observador acelerado en un campo gravita-
cional @. La aceleracién de cuerpos sometidos solamente al campo gravitacional
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medido por nuestro observador se expresa por @ =% — @,. Como una ilustra-
cion concreta, consideremos el caso de un cohete acelerado hacia arriba desde la
tierra. Tenemos entonces que § = g. Escribamos @y = — ng para la aceleracién
del cohete con respecto a tierra, donde n da el valor de @, con respecto a a. (El
signo menos es debido al hecho de que el cohete esta acelerado en la direccion
hacia arriba.) Entonces @' = (n + 1)g es la aceleracion, respecto al cohete, de
un cuerpo libre dentro del cohete. Por ejemplo, en un cohete acelerado hacia
arriba con una aceleracién cuatro veces la de la gravedad (n = 4), el peso de
todos los cuerpos es cinco veces su peso normal. Este aumento aparente en el
peso es particularmente importante en la etapa del lanzamiento cuando la ace-
leracién del cohete adquiere el mayor valor.

Consideremos ahora, como otro ejemplo, un satélite en orbita. Aqui @, = @,
debido a que el satélite se estd moviendo bajo la accién del campo gravitacional
de la tierra. En este caso @' = 0, y todos los cuerpos dentro del satélite parecen
no tener peso, ya que su aceleracién con respecto al satélite es cero. Esto es
solamente una ingravidez relativa ya que tanto el satélite como su contenido
se estan moviendo en el mismo campo gravitacional y tienen la misma aceleracion.
Respecto al satélite, los cuerpos en su interior aparecen como cuerpos libres a
menos que otras fuerzas actien sobre ellos; pero, respecto a un observador te-
rrestre ellos estdn acelerados y sometidos al campo gravitacional.

Un hombre en el interior de un ascensor que cae con la aceleracion de la gra-
vedad (debido quizds a un cable roto) experimentaria la misma ingravidez con
respecto al ascensor. En tal caso (como en el del satélite), @, = g, y nuevamente
@’ = 0. La ingravidez, insistimos, no significa que la fuerza gravitacional haya
dejado de actuar. Significa que sobre todos los cuerpos, incluyendo el que nos
sirve como sistema de referencia, actia un mismo campo, que produce una ace-
leraciéon comiin, y por lo tanto no hay aceleraciones relativas a menos que otras
fuerzas actuen sobre los cuerpos. En otras palabras, un campo gravitacional puede
“desaparecer” si el observador se desplaza a través de é] con una aceleracion
@, = % respecto a un sistema inercial,

13.9 La gravilacion y las fuerzas intermoleculares

En las secciones previas de este capitulo hemos visto cémo las fuerzas gravita-
cionales describen adecuadamente el movimiento planetario y el movimiento
de los cuerpos cerca de la superficie de la tierra. Es interesante saber ahora si
podemos demostrar que la misma clase de interaccién es responsable de que las
moléculas se conserven juntas en un pedazo de materia o de que los dtomos estén
juntos en una molécula.

Consideremos una molécula simple tal como la molécula de hidrégeno, compuesta
de dos dtomos de hidrégeno separados la distancia r = 0,745 x 10-1°m, La masa de
cada atomo de hidrégeno es m = 1,673 x 10-% kg. Por consiguiente, la interac-
cién gravitacional, de los dos 4tomos corresponde a una energia potencial

ymm'

E, = — =2,22 x 10-% J = 1,39 x 10-% eV.

r
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Sin embargo, el valor experimental de la energia de disociacién de una molécula
de hidrogeno es de 7,18 x 10-1? J (= 4,48 eV), 6 103 veces mayor que la energia
gravitacional . Por consiguiente, llegamos a la conclusién de que la interaccién
gravitacional no puede ser responsable de la formacion de una molécula de hidroé-
geno. Resultados similares se obtienen para moléeulas mas complejas.

En el caso de un liquido, la energia necesaria para vaporizar un mol de agua
(18 g 6 6,23 x 10%2 moléculas) es 4,06 x 10% J, correspondiente a una energia
de separacién por molécula del orden de 6 x 10-Z J, La separacion promedio de
las moléculas de agua es del orden de 3 x 10-1° m, y la masa de una molécula
es 3 x 1028 kg correspondiente a una energia potencial gravitacional de 2x 10-% J,
nuevamente demasiado pequeiio para explicar la existencia del liquido.

Por lo tanto, llegamos a la conclusién de que las fuerzas que dan lugar a la
asociacion de atomos para formar moléculas, o de moléculas para formar materia
no pueden ser gravitacionales. En los siguientes cuatro capitulos, que aparecen en
el volumen II, discutiremos otras fuerzas que parecen ser responsables de estas
asociaciones: las inleracciones eleclromagnéticas.

Sin embargo, la interaccién gravitacional, siendo un efecto de masa, es muy
importante en la presencia de cuerpos masivos que son eléctricamente neutros,
tales como los planetas, y por dicha razén la gravitacion es la fuerza mas intensa
que sentimos en la superficie de la tierra, a pesar del hecho que es la mas débil
de todas las fuerzas conocidas en la naturaleza. Es responsable de un gran nu-
mero de fenomenos comunes que afectan nuestras vidas diarias. Las mareas,
por ejemplo, se deben enteramente a la interaccion gravitacional de la luna y el
sol con la tierra.
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Problemas

13.1 Calcular la fuerza de atraccién
gravitacional entre la tierra y (a)la luna,
(b) el sol. Obtener la relacién entre estas
dos fuerzas.

13.2 Calcular la atraccién gravitacional

entre los dos protones de una molécula
de hidrégeno. Su separacién es de
0,74 x 10-% m.

13.3 Determinar la fuerza de atraccién
gravitacionalentre el protén y el electrén
en un atomo de hidrégeno, suponiendo
que el electrén describe una é6rbita circu-
lar de 0,53 x 10— m de radio.

13.4 Estimar la distancia promedio en-
tre dos atomos de helio en un mol a pre-
sién y temperatura normales. A partir de
esta distancia, obtener la atraccién gra-
vitacional entre dos atomos de helio ve-
cinos. La masa de un atomo de helio
puede considerarse como de 4,0 uma.

13.5 Estimar la distancia promedio en-
tre dos moléculas de agua en la fase
liquida. A partir de esta distancia, ob-
tener la atraccién gravitacional entre dos
moléculas vecinas de agua. Una mo-
lécula de agua esta compuesta de un
atomo de oxigeno y dos atomos de hi-
drégeno.

13.6 Dos bolas de hierro, cada una con
una masa de 10 kg estin en contacto.
Encontrar su atraccién gravitatoria.
Compararla con la atraccién gravita-
cionalde la tierra sobre cada bola. Si uno
trata de separar las dos bolas, se “sen-
tird” la atraccién que ejercen entre s{?
[Sugerencia: Ud. puede necesitar la den-
sidad del hierro. Consultar la tabla 2-2.]

13.7 Comparar la atraccién gravitacional
producida (a) por la luna, y (b) por el
sol sobre un cuerpo de masa m situado
en la superficie de la tierra, con la atrac-
cidn de la tierra sobre el mismo cuerpo.
Qué conclusién obtiene Ud. acerca de

la posibilidad de observar un cambio en
el peso del cuerpo durante la rotacién
diaria de la tierra?

13.8 Una esfera de 5,0 kg de masa estd
situada en uno de los lados de una ba-
lanza de brazos iguales en equilibrio.
Una masa esférica mayor (5,8 x 10? kg)
se rueda hasta que se encuentre directa-
mente debajo de la primera masa, siendo
la distancia entre sus centros de 0,50 m.
(Qué masa debe colocarse en el otro pla-
tillo para restaurar el equilibrio en el
sistema? Suponer que ¢ = 9,80 m s-t,
Este método fue utilizado por G. von
Jolly, el siglo pasado, para determinar
el valor de v.

13.9 Un hombre pesa 70 kgf. Supo-
niendo que el radio de la tierra se du-
plicara, cuanto pesaria (a) si la masa de
la tierra permaneciera constante, (b) si
la densidad promedio de la tierra per-
maneciera constante.

13.10 Calcular la aceleracién de la gra-
vedad en la superficie del sol. Su radio
es 110 veces el radio de la tierra y su
masa es 330.000 veces la masa de la
tierra. Repetir el calculo para Venus,
Juapiter y la luna.

13.11 Un hombre pesa 110 kgt. Calcu-
lar cuanto pesaria en la superficie del
sol y en la superficie de la luna. ;Cual
seria su masa en ambos lugares?

13.12 Un hombre pesa 80 kgf en el
nivel del mar. Calcular su masa y peso
a 8000 m sobre el nivel del mar.

13.13 De los datos de la tabla 13-1
sobre los radios y perfodos del movi-
miento orbital de los- planetas, calcular
la masa del sol. Usar solamente tres
planetas (Venus, la Tierra y Jupiter).

13.14 En un experimento de Caven-
dish (Fig. 13-3), las dos masas pequeiias
son iguales a 10,0 gm y la varilla (de
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masa despreciable) tiene 0,50 m de largo.
El periodo de oscilacién torsional de este
sistema es de 770 s. Las dos masas gran-
des tienen 10,0 kg cada una y estan
colocadas de manera que la distancia
entre los centros de las esferas grande y
pequeiia sea de 0,10 m. Encontrar la
.deflexién angular de la varilla.

13.15 (A qué altura debe uno elevarse
sobre la superficie de la tierra para que
la aceleracién de la gravedad cambie
en 1 9%7? ;A qué profundidad de la tierra
debe penetrarse para que se observe el
mismo cambio?

13.16 Encontrar la altura y la veloci-
dad de un satélite (en orbita circular en
el plano ecuatorial) que permanece sobre
el mismo punto de la tierra todo el
tiempo.

13.17 Un satélite artificial se desplaza
en una Orbita circular a una altura de
300 km sobre la superficie de la tierra.
Encontrar (a) su velocidad, (b) su pe-
riodo de revolucién, y (c) su aceleracién
centripeta.

13.18 Comparar el resultado de parte
(c) del problema anterior con el valor
de g a dicha altura, calculada directa-
mente por el método del ejemplo 13.9.

13.19 ;Cual serfa el periodo de un sa-
télite que gira alrededor de la tierra en
una ¢6rbita cuyo radio es un cuarto del
radio de la 6rbita lunar? El perfodo de
la luna es de cerca de 28 dias. ;Cual
serfa la relacién de la velocidad del
satélite y la de la luna?

13.20 Una particula de masa m puede
moverse en una tuberia horizontal sin
friccién (Fig. 13-29) bajo la accién de la
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atraccién gravitacional de la tierra. Su-
poniendo que x es muy pequefia compa-
rada con R, demostrar que la particula
tiene movimiento arménico simple y que
su perfodo es de P = 2= | R/g. Encon-
trar el valor de P. Este es el periodo
mas largo de un péndule situado en la
superficie de la tierra. ;jPuede demos-
trarlo?

13.21 Suponer que se hiciera un tiunel
a través de la tierra a lo largo de un
didmetro (Fig. 13-30). (a) Demostrar que
la fuerza sobre una masa m situada a
una distancia r del centro de la tierra
es F = — mgr/R, si suponemos que la
densidad es uniforme. (b) Demostrar que
el movimiento de m serfa arménico
simple, con un perfodo alrededor de
90 min. (c) Escribir las ecuaciones de la
posicién, velocidad, y aceleracién en
funcién del tiempo, con valores numé-
ricos para las constantes.

Figura 138-81

13.22 Demostrar que el movimiento
sin friccién de una masa situada en un
tunel perforado a través de la tierra
como se ve en la Fig, 13-31 serfa armé-
nico simple. Calcular el perfodo.

13.23 Se deja caer una masa m desde
una altura h sobre el orificio en la su-
perficie de la tierra en la Fig. 13-32.
(a) ;Con qué velocidad pasara m por el
centro de la tierra? (b) ;Sera el movi-
miento arménico simple? (c) ;Serd un
movimiento periédico? Dar razones para
sus respuestas.

13.24 De los datos del movimiento del
sol en la galaxia (Fig. 7-1}), y suponiendo
que la galaxia es un agregado esférico de
estrellas, calcular su masa total. Supo-
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niendo que las estrellas tienen, en pro-
medio, la misma masa que el sol
(1,98 x 10® kg), estimar su nimero y
su separacién promedio.

13.25 Escribir una ecuacién que ex-
prese algebraicamente la energifa total
del sistema (a) tierra-luna, (b) sol-tierra-
luna.

13.26 Estimar la energia cinética, la
energia potencial, y la energia total de
la tierra en su movimiento alrededor del
sol. (Considerar solamente la energia po-
tencial gravitacional con el sol).

13.27 Obtener la expresién para la
energia total de una érbita circular bajo
fuerzas gravitacionales (ec. 13.6) usando
el teorema virial (seccién 8.13).

13.28 Uno de los cohetes ‘‘Pioneer” a
la luna alcanzé una altura aproximada
de 125.000 km. Despreciando el efecto de
la luna, estimar la velocidad con la que
este cohete llegarfa a la atmoéstera de la
tierra en su regreso. Suponer gue el
cohete fue disparado en linea recta hacia
arriba y que la atmdsfera llega hasta
130 km sobre la superficie de la tierra.

13.29 Suponiendo que h es la distancia
de un cuerpo sobre la superficie de la
tierra, tenemos que r = R + h. Verificar
utilizando la expansién binomial (M.21),
que cuando h es muy pequeiia compa-
rada con R, la ec. (13.10) se reduce a
v* = 2¢h.

13.30 Calcular la velocidad de escape
en Mercurio, Venus, Marte y Jupiter.
[Sugerencia: Para simplificar el cilculo,
evaluar primero el factor | 2y. Luego, mul-
tiplicar por J M/R para cada planeta.]

13.31 (a) Computar la velocidad de es-
cape para una particula, desde el sistema
solar, que se encuentra a una misma

distancia del sol y de la tierra. (b) Usar
este resultado para obtener la velocidad
minima de escape de un cuerpo lanzado
desde la tierra, teniendo en cuenta la
velocidad de la tierra pero no su campo
gravitacional.

13.32 Una particula se encuentra en
reposo en la superficie terrestre. (a)
Calcular su energia cinética y su energia
potencial con respecto al sol, incluyendo
la atraccién gravitacional de la tierra y el
sol. (b) Obtener la velocidad de escape
del sistema solar, Compararla con la del
problema 13.31.
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13.33 Usando los resultados de la sec-
cién13.7 demostrar que lainteraccién gra-
vitacional entre una masa M (Fig. 13-33)
de forma arbitraria y una masa puntual
0 entre M y un cuerpo esférico homo-
géneo de la misma masa m es la misma,
siempre que el centro de! cuerpo esférico
coincida con la posicion de la masa
puntual.

13.34 Determinar la energia potencial
entre el planeta Saturno y sus anillos.
Suponer que los anillos tienen una masa
de 3,5 x 10" kg y estan concentrados a
una distancia promedio de 1,1 x 10* m
del centro de Saturno.

13.35 Determinar la energia potencial
gravitacional interna de 8 cuerpos, cada
uno de masa m, situados en los vértices
de un cubo de lado a. Aplicar el resul-
tado al caso en el cual las masas son del
mismo orden de nuestro sol y el lado del
cubo es de 1 parsec. (Ver el proble-
ma 2.16).

13.36 Demostrar que la energia nece-
saria para construir un cuerpo esférico



de radio R afadiendo capas sucesivas de
materia como una cebolla, hasta que
se obtenga el radio final deseado es,
Ep = — 3yM3/5R.

13.37 Estimar el valor de la energia
potencial gravitacional de nuestra gala-
xia. Suponer que todos los cuerpos que
constituyen la galaxia tienén aproxima-
damente la misma masa que el sol y
estan separados por una distancia del
orden de 10% m. [Sugerencia: Considerar
que la galaxia es esférica, y usar el re-
sultado del problema 13.36].

13.38 Usando el teorema virial y los
resultados del problema precedente, es-
timar la energia cinética total de la
galaxia (excluyendo la energia interna
de las estrellas).

13.39 Un meteorito se encuentra ini-
cialmente en reposo a una distancia del
centro de la tierra igual a seis veces el
radio de la tierra. Calcular la velocidad
gue tendria al llegar a la superficie de
la tierra.

T PP

—0

—0,16 m |

Figura 13-34

13.40 Dos masas iguales de 6,40 kg
estan separadas por una distancia de
0,16 m (Fig. 13-34). Una tercera masa se
suelta en un punto P equidistante de las
dos masas y a una distancia 0,06 m de
la linea que las une. Determinar la ve-
locidad de esta tercera masa cuando pasa
por Q. Suponiendo que la masa es de
0,1 kg calcular su aceleracién en Py en Q.

13.41 Se dispara un cohete vertical-
mente desde la tierra hacia la luna, con-
sumiéndose el combustible en un tiempo
relativamente corto después del disparo.
(a) En qué punto de su trayectoria ha-
cia la luna su aceleraciéon vale cero?
(b) {Cual seria la velocidad inicial mf{-
nima del cohete necesaria para llegar a
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este punto y caer en la luna por la accién
de la atraccion lunar? (c) En este caso,
icual serfa la velocidad del cohete al
Hegar a la luna?

13.42 Demostrar que el tiempo nece-
sario para que un cuerpo caiga desde
una distancia r del centro de la tierra
hasta la superficie de la tierra es

t = (*?RV29) [—V(@®RINA— RN
+ sen-! | R/r].

Verificar que si r es muy grande com-
parada con R, el resultado es =13 | R/2g.
[Sugerencia: Usar la ec. (13.10); suponer
que v = dr/dt, despejar df e integrar].

13.43 Un satélite de 5000 kg de masa
describe una trayectoria circular de
8000 km de radio alrededor de la tierra.
Encontrar su momentum angular y sus
energias, cinética, potencial y total.

13.44 Un satélite de 5000 kg describe
una Odrbita circular a una altura de
8000 km sobre la superficie terrestre.
Después de varios dias, como resultado
de la friccidn atmosférica, la drbita se
reduce a una altura de 650 km. Calcular
los cambios en (a) velocidad, (b) veloci-
dad angular, (c) energia cinética, (d)
energia potencial, y (e) energia total.
Suponer que las drbitas son esencial-
mente circulares en cada instante debido
a que la reduccién radial es muy lenta.

13.45 Refiriéendonos al problema pre-
vio, suponer que la resistencia del aire
puede representarse por medio de una
fuerza promedio de 17,5N. (a) Calcular el
torque de la fuerza y, usando este resul-
tado, estimar el tiempo necesario para
la mencionada reduccién de altura.
(b) Determinar la disipacién de energia
por unidad de tiempo, y, a partir de
ella, estimar también el tiempo calculado
en (a). (¢) Usando el periodo de revolu-
ciéon promedio, obtener el nimero total
de revoluciones en dicho tiempo.

13.46 Adaptar los resultados de la sec-
cién 13.5 para tener en cuenta la masa
reducida.

13.47 En una estrella doble, una de las
estrellas tiene una masa de 3 x 10*® kg
y la otra una masa de 4 x 10*® kg. En-
contrar su velocidad angular con res-
pecto a su centro de masa suponiendo
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que su separacion es de 10" m. Encon-
trar, también, su momentum angular
total interno y su energia.

13.48 Usando papel polar, representar
graficamente la ec. (13.12) cuando d = 1
y (8 € =005, (b) e=1, (¢) € =2,
Debido a la simetria de la curva Ud.
tiene que calcular r solamente para 6
entre 0° y 180° y repetir la curva bajo
el eje X. Identificar los puntos mas im-
portantes de la curva. [Sugerencia: Usar
valores de 6 en multiplos de 20°).

13.49 Demostrar que la relacién entre
la velocidad de un cuerpo en 6rbita en
el perigeo (posicién mas cercana al centro
de fuerza) y en el apogeo (posicién mas
lejana) es (1 + €)/¢1 — €). [Sugerencia:
Nétese que en ambas posiciones la velo-
cidad es perpendicular al radio]. -

13.50 Un cometa se mueve en una
elipse que tiene una excentricidad de
€ = 0,8. Encontrar la relacién entre (a)
las distancias al sol, (b) las velocidades
lineales, y (c) las velocidades angulares
en el afelio y en el perihelio.

13.51 En la siguiente tabla se dan la
excentricidad 6 y el semieje mayor a de
las érbitas de ciertos planetas. (Re-
cuerde que 1 UA = 1,495 = 10" m).

Mercurio |la Tierra| Marte
€ 0,206 0,017 0,093
a (UA) 0,387 1,000 1,524

Calcular para cada uno de estos planetas:
(a) la distancia mas cercana al sol,
(b) la distancia de mayor alejamiento
del sol, (¢) la energia total del movi-
miento de traslacién, (d) el momentum
angular, (e) el perfodo de revolucién,
() la velocidad en el afelio y en el
perihelio.

13.52 Un satélite es puesto en una
érbita eliptica a una distancia sobre la
superficie terrestre igual al radio de la
tierra dandole una velocidad horizontal
inicial igual a 1,2 veces la velocidad
requerida para que tenga una O6rbita
circular a dicha distancia. Encontrar
(a) el momentum angular del satélite,

(b) su energia total, (c) la excentricidad
de su érbita, (d) su distancia maxima
y minima de la superficie terrestre,
(¢) el semieje de su 6rbita y () su periodo
de revolucién. (Suponer m = 50 kg).

13.53 Repetir el problema 13.52, su-
poniendo que la velocidad inicial del
satélite es 0,9 de aquella de un satélite
similar en una érbita circular.

13.54 En el vuelo del Geminis V
(agosto 21 a agosto 29 de 1965), las
alturas de apogeo y perigeo sobre la
superficie de la tierra fueron de 352 km
y 107 km respectivamente. Determinar
la excentricidad de la érbita, las veloci-
dades maxima y minima de la capsula,
y la variacién en el campo gravitacional
entre el apogeo y el perigeo.

13.556 Un satélite artificial se mueve en
una 6rbita cuyo perigeo es de 640 km y
su apogeo de 4000 km sobre la superficie
terrestre. Calcular (a) su semieje mayor,
(b) su excentricidad, (c) la ecuacién de
su 6rbita, (d) su velocidad en el perigeo
Yy en el apogeo, (e) su periodo de revo-
lucién, (f) su energia total si su masa es
de 100 kg, (g) usando papel polar, hacer
una grafica de la trayectoria del satélite.

13.56 El satélite Explorer 111 de los
Estados Unidos, tuvo una 6rbita eliptica
con un perigeo a 109 millas sobre la su-
perficie de la tierra y una velocidad de
27.000 pies/seg en su perigeo. Determi-
nar (a) la excentricidad de su érbita,
(b) su semieje mayor, (¢) su periodo de
revolucién, y (d) su velocidad y altura
en el apogeo.

13.57 Un cometa de masa m se ob-
serva a una distancia de 10" m del sol

i)

Figura 18-35



viajando hacia él a una velocidad de
5,16 x 10* m s-! haciendo un angulo
de 45° con el radio vector del sol. Ob-
tener (a) su energia total y su momentum
angular, (b) la ecuacién de su o6rbita,
(c) la distancia de mayor cercania al sol.
Observe qué resultado depende de la
masa del cometa, y cual no. Usando
papel polar represente graficamente la
trayectoria del cometa.

13.58 Un cohete balistico (Fig. 13-35)
de masa m es disparado desde un
punto A con una velocidad inicial v,
haciendo un angulo ¢ con la direccién
radial o vertical. Encontrar (a) su mo-
mentum angular, (b) su energia cinética,
{c) demostrar que la excentricidad de su
6rbita esta dada por

e =1
+ (R} sen® ¢/y*M?) (vi — 2YM/R)

[Sugerencia: Para (c¢) usar el dltimo re-
sultado del ejemplo 13.5].

13.59 Refiriéndonos al problema pre-
cedente, demostrar que la ecuacidn de la
trayectoria, es

r = R} sen? ¢,/yM(1 4 € cos 0).

[Sugerencia: Recordar del ejemplo 13.5
que L? = ym¥m’ed.]

13.60 Refiriéndose a los problemas 13.58
y 13.59, suponer que v, = VYM/R y
que ¢ = 30°. (a) Determinar la excen-
tricidad del cohete. (b) Escribir la ecua-
cién de su orbita. (¢) Demostrar que el
proyectil caerd de regreso a la tierra en
un punto situado a una distancia A igual
a ®*R/3 medida a lo largo de la superficie
terrestre. Usando papel polar, hacer una
grafica de la trayectoria del proyectil.
[Sugerencia: Después de calcular e, de-
terminar los valores de 0 para los cuales
r = R. Un valor corresponde al punto
de despegue y el otro al punto de retorno.
La diferencia entre los dos angulos da
el desplazamiento angular de los dos
puntos].

13.61 Refiriéndose al problema 13.60
demostrar que la maxima altura del
proyectil sobre la superficie de la tierra
es alrededor de 0,92 R. [Se sugiere que

el estudiante compare los resultados de .

los problemas 13.60 y 13.61 con aquéllos
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obtenidos usando los métodos de la sec-
cion 5.7].

13.62 Refiriéndonos al problema 13.58,
demostrar que si la velocidad de lanza-
miento del cohete es igual a su vetocidad
de escape, la trayectoria serd una para-
hola y, de acuerdo al problema 13.59,
no importa como sea dirigido el cohete,
su trayectoria sera abierta y nunca
retornara.

13.63 Un cohete balistico es disparado
con una velocidad igual a su velocidad
de escape, de modo que su trayectoria
es una parabola. Encontrar la ecuacién
de su trayectoria cuando ¢ = 45° y
¢ = 90°. Usando papel polar, hacer un
esquema de la trayectoria en cada caso.

13.64 Un cometa a gran distancia del
sol tiene una velocidad } 2gR y un pa-

rametro de impacto de | 2 R (recordar
¢l ejemplo 7.16), donde R es el radio del
sol. (A qué distancia del sol pasara el
cometa?

13.65 Una particula de masa m se
mueve bajo una fuerza central de atrac-
ciéon de magnitud k/r®. Su velocidad en
una de las posiciones extremas es
V k/2mr,, donde r, es la distancia del
centro de fuerza. Calcular la distancia
ry correspondiente a la otra posicién
extrema, el semieje mayor de la érbita,
y la excentricidad.

13.66 Una particula se mueve bajo
una fuerza central de repulsién de mag-
nitud F = k/r® Si se dispara desde un
punto situado a una distancia muy
grande del centro de la fuerza con una
velocidad v, y un parametro de im-
pacto b (recordar el ejemplo 7.16). De-
terminar (a) la ecuacién de su trayec-
toria, (b) la distancia de su mayor aproxi-
macién al centro de fuerzas, (c) el angulo
que forma la direccién en que se aleja
con la direccidn inicial. Comparar sus
respuestas con los resultados del ejemplo
7.16. [Sugerencia : Notar que las féormulas
en este capitulo puede aplicarse si —ymm’
se reemplaza por k].

13.67 Calcular la intensidad del campo

gravitacional y el potencial en la super-
ficie de la tierra debido a la tierra misma,

13.68 Estimar el valor del campo gra-
vitacional de la tierra y la aceleracitén
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hacia el centro de un cuerpo en un punto
situado a una distancia (a) 3R, (b) iR
del centro de la tierra. Suponer quela
tierra es homogénea,

13.69 Calcenlar la magnitud del campo
gravitacional y el potencial producido por
el sol a lo largo de la 6rbita de la tierra,
Comparar estos valores con el campo
gravitacional y el potencial producide
por la luna sobre la tierra.

13.70 Dos cuerpos de masas m y 3m
estan separados por una distancia a.
Encontrar los puntos donde (a) el campo
gravitacional resultante es cero, (b) las
dos masas producen campos gravita-
cional iguales en magnitud y direccién,
(c) las dos masas producen potenciales
gravitacionales idénticos.

13.71 Dos cuerpos de masas m y 3m
estan separados por una distancia 13a.
Encontrar el campo gravitacional resul-
tante y el potencial en un punto P
situado a una distancia 5a de la primera
masa, sabiendo que las lineas que unen
a P con las dos masas hacen un angulo
recto.

13.72 Dos cuerpos de masas m y 2m se
encuentran en los vértices de un trian-
gulo equildtero de lade a. Encontrar el
campo gravitacional y el potencial en
{a) el punto medio entre los vértices,
{b) el tercer vértice del triangulo.

13.73 Tres masas iguales estan situadas
en los vértices de un triingulo equilatero.
Hacer un esquema de las superficies
equipotenciales (realmente su intersec-
cién con el plano del tridngulo) y de las
lineas de fuerzas del campo gravitacional.
(Hay algin punto en el cual la fuerza
gravitacional es cero?

13.74 Obtener el campo gravitacional y
el potencial producido por un anillo de
masa m y radio R en puntos situados a
lo largo del eje perpendicular al anillo
que pasa por su centro.

13.75 En referencia al problema pre-
cedente, se suelta una particula desde
un punto situado sobre el eje a una dis-
tancia h del centro, (a) ;Cual sera su
velocidad cuando pasa por el centro?
(b) {Qué distancia recorrera en el otro
lado? (c)  Es el movimiento periédico?
;Bajo qué condiciones es el movimiento

practicamente arménico simple? Deter-
minar la frecuencia correspondiente en
este ultimo caso.

13.76 Dos placas delgadas de material
idéntico estan separadas por una dis-
tancia a. Calcular el campo gravitacional
que producen en la regién situada entre
las placas y a cada lado de ellas.

13.77 Demostrar que el campo gravita-
cional y el potencial de un filamento del-
gado que tiene una masa A por unidad
de longitud son

€ = — (2yA/R)ur

y V = 2vA In R, respectivamente, donde
R es la distancia desde el punto al fila-
mento. [Sugerencia: Determinar primero,
en vista de la simetrfa, cudl debia ser la
direccién del campo, y las variables que
lo determinan. Luego dividir el filamento
en pequeiias porciones, cada una de lon-
gitud dzx, y calcular la componente de su
campo en la direccién final. Una vez
obtenido el campo resultante por inte-
gracién, puede obtenerse el potencial
gravitacional a partir del campo usando
la ec. (13.21)).

13.78 Determinar la velocidad y la
energia total de una particula que des-
cribe una drbita circular alrededor del
filamento del problema 13.77, y que esta
sometida a su atraccién gravitacional.

Figura 13-36

Figura 18-87



13.79 Reconsiderar el problema 13.8
para el caso en el que la capa delgada de
materia se reemplaza por una placa ho-
mogénea de espesor D.

13.80 Suponer que una masa m se en-
cuentra a una distancia p de un cierto
punto O, usando como referencia (Fig.
13-36). Demostrar que el potencial gra-
vitatorio en A, a una distancia R de m
(R mayor que p), puede expresarse, en
funcién de la distancia OA =r y el
angulo O por la serie

V= —(ym/r)}[1 + p cos 0/r
+ pH(3 cos? 0 — 1)/2r 4 .. .].

[Sugerencia: Expresar R en funcién de
p, T, y 0 por la ley de los cosenos, y eva-
luar 1/R por el método de la expansién
binomial].
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13.81 Considerar un conjunto de masas
my, my, m,, ... (Fig. 13-37). Demostrar
que el potencial gravitacional en un
punto A, a una distancia grande com-
parada con las dimensiones del conjunto,
puede expresarse como

V= —xM[r + P/r* + Qjr*+...],

donde M = Xym es la masa total,
P = Yipi cos B se denomina el momento
dipolar de la distribucién de masa con
respecto a OA y Q = Zd3pi(3 costty — 1)
se denomina el momento cuadrupolar de
la distribucién de masa, y asi sucesiva-
mente. [Sugerencia: Usar los resultados
del problema 13.80 para cada masa, y
sumar]. Los términos “dipolo” y “cuna-
drupolo” se explicaran en el capitulo 14
(volumen 1I).



