12
MOVIMIENTO OSCILATORIO

12.1 Introduccion

12.2 Cinemdtica del movimiento arménico simple

12.3 Fuerza y energia en el movimiento arménico simple

12.4 Dindmica del movimiento arménico simple

12.5 Péndulo simple

12.6 Péndulo compuesto

12.7 Superposicién de dos MAS: Igual direccién, igual frecuencia

12.8 Superposicién de dos MAS: Igual direccion,
diferente frecuencia

12.9 Superposicién de dos MAS: Direcciones perpendiculares
12.10 Osciladores acoplados

12.11 Oscilaciones arménicas

12.12  Oscilaciones amortiguadas

12.13 Oscilaciones forzadas

12.14 Impedancia de un oscilador

12.15 Andlisis de Fourier del movimiento periodico



12.2) Cinemadlica del movimienlo armonico simple 359

12.1 Intrqduccién

Uno de los movimientos mas importantes observados en la naturaleza es el movi-
miento oscilatorio (o vibratorio). Una particula oscila cuando se mueve peri6di-
camente con respecto a la posicion de equilibrio. E1 movimiento de un péndulo
es oscilatorio. Un cuerpo en el extremo de un resorte estirado, una vez que se
suelta, comienza a oscilar. Los 4tomos de un sélido estdn vibrando. Similarmente,
los 4tomos en una molécula vibran unos con respecto a otros. Los electrones de
una antena radiante o receptora oscilan rapidamente. Una comprension del mo-
vimiento vibratorio es también esencial en la discusion del fenémeno ondulatorio,
sobre el cual trataremos en la Parte 3 de este texto. ‘

De todos los movimientos oscilatorios, el mas importante es el movimienio
arménico simple (MAS), debido a que, ademas de ser el movimiento més simple
de describir matematicamente, constituye una aproximacion muy cercana de
muchas oscilaciones encontradas en la naturaleza. I.a mayor parte de nuestras
discusiones en este capitulo se concentrarian en esta clase de movimiento.

12.2 Cinemadadtica del movimienio arménico simple

Por definicion, decimos que una particula que se mueve a lo largo del eje de las X
tiene un movimiento armdnico simple cuando su desplazamienco x respecto al
origen del sistema de coordenadas estd dado en funcidon del tiempo por la relacién

x = A sen (ol 4 «). C(12.1)

La cantidad w! + « se denomina la fase, y por ello « es la fase inicial; esto es,
su valor cuando { = 0. Aunque hemos definido el movimiento arménico simple
en funcién de una expresion senoidal, puede igualmente expresarse en funcién
de una expresion cosencidal, el inico cambio seria una diferencia inicial de fase de
nf2, Como la funcion seno (o coseno) varia entre — 1 y + 1, el desplazamiento
de la particula varia entre x = — A y £ = + A. El desplazamiento maximo a
partir del origen, A, se define como la amplitud del movimiento arménico simple.
La funcién seno se repite cada vez que el angulo aumenta en 2x. Por consiguiente,
el desplazamiento de la particula se repite después de un intervalo de tiempo
de 2x/w. Luego el movimiento armonico simple es periddico, y su periodo es
P = 2xfw. La frecuencia v de un movimiento armoénico simple es igual al nu-
mero de oscilaciones completas por unidad de tiempo; asi v = 1/P. La cantidad w,
denominada frecuencia angular de la particula oscilante, estd relacionada con la
frecuencia por una relacion similar a la ec. (5.51) del movimiento circular,

W = - = 27y, (12.2)

La velocidad de la particula, que se determina usando la ec. (5.2), es

v = % = wA cos (wf + «). (12.3)



360 Movimiento oscilatorio (12.2

t= —ofw, P/4 P2 3P/ P 5P/4  3P/2  7P/a
. |
|
|

| |
| |
I I
| I
] |

Fig. 12-1. Graficos del desplazamiento, la velocidad y la aceleracion en funcién
del tiempo en el MAS.

Similarmente, la aceleracion esta dada por:

_dv
Todt

a = — w?A sen (wf + «) = — wz, (12.4)

la cual indica que en el movimiento arménico simple la aceleracién es siempre
proporcional y opuesta al desplazamiento. En la Fig. 12-1, hemos ilustrado x, v,
y a en funcién del tiempo. _ '

El desplazamiento de una particula que se mueve con MAS puede también

considerarse como la componente X de un vector OP’, con OP' = A, que rota
alrededor de O en sentido contrario a las agujas del reloj con velocidad angular w,
y formando (a cada instante) un dngulo w{ + « con el eje negativo de las Y,
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Fig. 12-2. Vector rotante del desplazamiento en el MAS.
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Fig. 12-8, Vectores rotantes del
desplazamiento, la velocidad y la
aceleracion en el MAS.

medido también en sentido contrario del movimiento de las agujas del reloj.
En la Fig. 12-2 hemos representado el vector OP’ en varias posiciones. El estu-

diante puede verificar que en cualquier instante la componente X de OP' est4
dada por x = OP = OP’ sen (wf 4 ), en concordancia con la ec. (12.1).
La velocidad y la aceleracion de la particula pueden también representarse

por los vectores rotantes (_)_\} "y OA’, cuyas longitudes con wA y «?A, respecti-
vamente, y cuyas componentes a lo largo del eje X dan la velocidad v y la ace-
leracién a de la particula que se mueve con MAS. La orientacién relativa de estos

vectores se ilustra en la Fig. 12-3. Puede notarse que OV’ estd adelantado 2
y OA’ estd adelantado =, ambos con respecto al vector rotante OP’.

EJEMPLO 12.1. Determinar si P en el mecanismo ilustrado en la Fig. 12-4 se mueve
con MAS. En este mecanismo, @’ es una barra sobre la cual puede deslizarse el ci-
lindro P ; esta conectada por una varilla L al borde de una rueda de radio R que
gira con velocidad angular constante w (Este mecanismo, encontrado en muchas
maquinas de vapor, transforma el movimiento oscilatorio del pistén en el movi-
miento rotacional de la rueda).

Fig. 12-4. El movimiento de P es
oscilante pero no armdnico simple.’
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Solucién: De la figura podemos ver facilmente que P oscila desde una posicién a
una distancia L 4+ R a partir de O hasta una posicién L — R a partir de O. Para
determinar si el movimiento es armoénico simple, debemos encontrar si el despla-
zamiento de P satisface la ec. (12.1). De la geometria de la figura tenemos que
2= Rcos 0+ Lcos¢ylL sen¢ = R sen 0, de modo que sen ¢ = (R/L) sen 0

cos ¢ = (1 —sen? ¢)V/2 = % (L* — R® sen? 6)1/2,
Por consiguiente

x = Rcos 9 + (L* — R*®sen? 6)1/3,
la cual, ya que 6 = ol, da
x = R cos of + (L¥— R? sen® wi)!/2,

Esta expresion da el desplazamiento de P en funcién del tiempo. Cuando compa-
ramos esta ecuacién con la ec. (12.1), vemos que el primer término, R cos wt,
corresponde al movimiento arménico simple con « = w/2, pero el segundo no. Asf,
aunque el movimiento de P es oscilatorio, no es armdnico simple

Un ingeniero mecéanico al disefiar un mecanismo como el de la Fig. 12-4 tiene
gque pensar cémo aplicar la fuerza correcta en P de modo que el desplazamiento x
esté dado por la ecuacién expresada lineas arriba, de modo que la rueda se mueve
con movimiento circular uniforme. Cuando P estd unido al pistén de una méquina
de vapor, esto se lleva a cabo regulando la admisién de vapor.

EJEMPLO 12.2. Discutir el movimiento de una particula sobre la cual actia una
fuerza oscilante F = F, sen «lf.

Solucién: La ecuacion de movimiento de la particula es ma = F, sen wf, 0 ya que
2 = dv/dl.

dr F,

— = — sen wl.

dt m @
[ntegrando esta ecuacién obtenemos

0= — 2 cos + v,

Mo

londe v, es una constante de integracién y no la velocidad inicial la cual se obtiene
uando { = 0. Como puede verse, la velocidad inicial es v, — F,/mw. Recordando
Jue » = dr/dl e integrando por segunda vez, obtenemos

Fq
mo?

r = —

sen wl + vyl + »,,

/ Fg/mw2

oy p Trayectoria
/ me? Sen o de la particula
02 p /

/ 2mg

W

Fig. 12-5. Movimiento plano bajo la accién de una fuerza arménica.



12.3) Fuerza y energta en el movimiento armonico simple 363

expresién que da la posicién de la particula en funcién del tiempo. », es la posicion
inicial de la particula. Si suponemos que r, = 0, la trayectoria de la particula es
como se ilustra en la Fig. 12-5. Como puede notarse, la particula avanza hacia la
derecha pero oscila alrededor del eje en la direccién dada por F,. Esta figura no
debe confundirse con la Fig. 12-1 (a) que da el desplazamiento como una funcién
del tiempo para una particula que se mueve con MAS. La situacion fisica que hemos
ilustrado ocurre, por ejemplo, cuando un electrén (o cualquier particula cargada)
se mueve en un campo eléctrico oscilante.

Sugerimos que el estudiante considere el caso particular cuando F, y v», son
paralelos, y que represente el desplazamiento en funcién del tiempo.

12.3 Fuerza y energia en el movimiento armodnico simple

De la ec. (12.4) podemos calcular la fuerza que debe actuar sobre una particula
de masa m a fin de que oscile con movimiento armoénico simple. Aplicando la
ecuacion de movimiento F = ma, y sustituyendo el resultado de la ec. (12.4),
la cual nos da la aceleracién, tenemos

F = — mofr = — kz, (12.5)
donde hemos definido |
k=mw* 6 o=]|km. (12.6)

Esto indica que en el movimienfo arménico simple la fuerza es proporcional al
desplazamiento, y opuesla a él. Por ello la fuerza est4 siempre dirigida hacia el
origen 0. Este es el punto de equilibrio ya que en el origen F = 0, por ser z = 0.
Podemos también decir que la fuerza F es de atraccién, siendo el centro de atrac-
cion el punto O. La fuerza dada por la ec. (12.5) es el tipo de fuerza que aparece
cuando uno deforma un cuerpo elastico tal como un resorte; ya vimos varios ejem-
plos de esta fuerza en el capitulo 8. La constante k = mw?, llamada algunas veces
consiante eldstica, representa la fuerza necesaria para desplazar la particula una
unidad de distancia. Combinando las ec. (12.2) y (12.6), podemos escribir las
ecuaciones

m 1 1/k
P = 2n VT, v = g Tn-—, (12.7)

que expresan el periodo y la frecuencia de un movimiento arménico simple en
funcion de la masa de la particula y la constante elastica de la fuerza aplicada.
La energia cinética de la particula es

Ej = $mp? = dma?A? cos? (f + ). (12.8)

0, ya que cos® 6 = 1 — sen? 8, usando la ec. (12.1) para el desplazamiento, po-
demos expresar también la energia cinética en funci6n del desplazamiento por
la relacion

E; = ima? A¥1 — sen? (wl + «)] = dmw?(AZ — 1?). (12.9)
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Obsérvese que la energla cinética es un mdximo en el centro (x = 0) y cero en los
exiremos de oscilacion (x = + A).

Para obtener la energia potencial recordamos la ec. (8.24), F = — dE,/dx.
Usando la ec. (12.5) para la fuerza, podemos escribir
dEpjdr = kx.

Integrando (escogiendo el cero de la energia potencial en el origen o posicion
de equilibrio) obtenemos

Ep x
f dE, = f kxdr 6 E, = }kx® = fmo®a®, (12.10)
0 0
Por consiguiente, la energta poiencial es un minimo (cero) en el centro (x =0) y
aumenla a medida que la particula se aproxima a los exiremos de la oscilacion
(zx = + A). Sumando las ec. (12.9) y (12.10) obtenemos la siguiente expresién
para la energia total del oscilador arménico simple.

E = E; + E, = }ma?A® = 3kA2, (12.11
p

la cual es una constante, Esto era de esperarse por la ec. (8.29), ya que la fuerza
es conservativa. Por lo tanto, podemos decir que, durante una oscilacion hay
un intercambio continuo de energias potencial y cinética. Al alejarse de la posi-
cion de equilibrio, la energia potencial aumenta a expensas de la energia cinética;

lo inverso sucede cuando la particula se

Ep(x) acerca hacia la posiciéon de equilibrio.
| LaFig. 12-6 muestralaenergia potencial,
—Ep = ékx2 _ Ef = %kAz E, = }kz®

representada por una parabola. Para una
energia total dada E, correspondiente
a la linea horizontal, los limites de la os-
cilacion estan determinados por sus inter-
secciones con la curva de energia poten-
cial, como se explicoé en la secciéon 8.11.
(oo la parébola E, es simétrica, los
limites de oscilacién se encuentran a
distancias iguales 4+ A del origen 0. En
cualquier punto x la energia cinética Ej
Fig. 12-6. Relaciones de energia en ©Std dada por la distancia entre la curva
el MAS. Ey(x) y la linea E.
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12.4 Dindmica del movimiento arménico simple

En la seccion 12.2 definimos el movimiento arménico simple mediante sus pro-
piedades cinematicas expresadas por la ec. (12.1). Sélo posteriormente discutimos
la clase de fuerza necesaria para producir tal movimiento (dada por la ec. 12.5).
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Sin embargo, es importante discutir el problema inverso: Demostraremos que,
dada una fuerza de atraccion proporcional al desplazamiento {(esto es, F = — kx),
el movimiento resultante es armoénico simple.

Un procedimiento consiste en usar la ecuacion de movimiento, F = ma, con-

siderando F = — kz, y, recordando que en un movimiento rectilineo a = d%z/df,
escribir la ecuacion
d? d?
mEE i 0 m x—l-k:c:O.
d dae

Haciendo w? = k/m, podemos escribir

% + o =0, (12.12)

Esta es una ecuacioén diferencial cuyas soluciones se conocen que son funciones
senos o cosenos de wl. Sustituyendo en lugar de x el valor de A sen (wf + «),
podemos verificar directamente que esta expresion de x, que corresponde al
movimiento armoénico simple, satisface a la ec. (12.12). Por consiguiente, decimos
que = = A sen (wf + o) es la solucién general de la ec. (12.12) ya que tiene dos
constantes arbitrarias, la amplitud A y la fase inicial «.* Por lo tanto, verifi-
camos el hecho de que una fuerza de alraccion proporcional al desplazamienlo
produce movimiento armdnico simple.

En este punto nos adelantamos a decir al estudiante que esta ecuacion dife-
rencial (12.12) aparece en muchas situaciones en fisica. Donde se le encuentre
indica que el fenomeno correspondiente es oscilatorio de acuerdo a la ley A sen
(wt + «), ya sea que describa un desplazamiento lineal o angular de una particula,
una corriente eléctrica o la concentracion iénica en un plasma, la temperatura
de un cuerpo, o cualquiera de una multitud de otras situaciones fisicas.

EJEMPLO 12.3. Discutir la solucién de la ec. (12.12) del movimiento armoénico
simple en funcién del desplazamiento inicial x, y la velocidad inicial v,.

Solucién: Hemos indicado que la soluciéon general de la ec. (12.12) es
. x = A sen (of + ).
Luego, la velocidad es v = dx/dt = oA cos (of + «). Por tanto, para { = 0, tenemos
x, = A sen q, vy, = wA €05 a.
Dividiendo obtenemos
tga = wryv, Y A = (2 + vy’

Por ejemplo, si la particula se encuentra en la posicién de equilibrio x, =0 ¥y
recibe un golpe que le proporciona una velocidad p,, tenemos « =0 y A = py/o.
El desplazamiento esta dado entonces por r = v /w sen wf. La energia total de

* La solucién general de la ec. (12.12) puede también escribirse en la forma alterna x = a sen
wt + b cos wt, donde a y b son constantes arbitrarias. Esta solucién es equivalente a x = A sen
{w! + a) si suponemos que a = A cos ¢ y b = A sen a.
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la particula, en concordancia con la ec. (12.11), serd E = }k(v,/w)? = imvg, que
es igual a la energia cinética inicial.

Por otro lado, si la particula se coloca a la distancia x, de la posicién de equi-
librio y se suelta, v, =0, y por lo tanto tg a = 0 6a =%/2 y A = x4 El des-
plazamiento estd dado por x = r, cos w!. Utilizando la ec. (12.11), obtenemos la
energia total de la particula como E = }kz% la cual es igual a la energia potencial
inicial de la particula.

EJEMPLO 12.4. Derivar una expresién general para el perfodo de un movimiento
oscilatorio, usando el principio de conservacién de la energfa.

Solucién: Refiriéndonos a la discusién de la seccién 8.9 del movimiento rectilineo
bajo fuerzas conservativas, encontramos que podemos aplicar la ec. (8.34), esto es:

J‘z dr _
zo [(2/m) (E — Ep (x))]1/2 ’

en la cual Ep(z) es la energia potencial del movimiento y E es la energia total.
De acuerdo a la discusién de 1a seccién 8.11, la particula oscila, entre las posiciones
dadas por z, y x, obtenidas al resolver la ecuacién Ex(x) = E (recordar la Fig. 8-18).
Si, en la ecuacién de arriba suponemos que x, = x, Y £ = x,, el tiempo { corresponde
a la mitad de una oscilacién y por consiguiente es igual a la mitad del periodo :
t = {P. Por lo tanto, de la ecuacién precedente obtenemos

T2 dx
P=2 J.q 2m\E —Ey)’ (12.13)

Esta es una ecuacién general que da el periodo de cualquier movimiento oscilatorio,
ya sea éste MAS o no. Nétese que nos permite calcular el perfodo si conocemos la
energia potencial Ep(x), aun sin resolver la ecuacién de movimiento para obtener x
en funcién de ¢ Segerimos que el estudiante utilice el valor E, = ika? (el cual
corresponde al movimiento arménico simple), y obtenga P = =A } 2m/E, haciendo
x =—AYyx, = + A, verificando asi que este resultado es idéntico al de la ec.
(12.11).

12.5 Péndulo simple

Un ejemplo de movimiento arménico simple es el movimiento de un péndulo.
Un péndulo simple se define como una particula de masa m suspendida del punto 0
por una cuerda de longitud ! y de masa despreciable (Fig. 12-7). Si la particula se
lleva a la posicion B de modo que la cuerda haga un sngulo 6, con la vertical OC,
y luego se suelta, el péndule oscilara entre B y la posicién simétrica B'.

Para determinar la naturaleza de las oscilaciones, debemos escribir la ecuacién
de movimiento -de la particula. La particula se mueve en un arco de circulo de
radio I = OA. Las fuerzas que actian sobre la particula son su peso mg y la ten-
sion T a lo largo de la cuerda. De la figura, se ve que la componente tangencial
de la fuerza es

Fr =—mg sen 6,

donde el signo menos se debe a que se opone al desplazamiento s = CA. La ecua-
cion del movimiento tangencial es F7 = mar y, como la particula se mueve a lo
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Fig. 12-7. Movimiento oscilatorio de Fig. 12-8. Variacion del periodo de un
un péndulo. péndulo en funcién de la amplitud.

largo de un circulo de radio !, podemos usar la ec. (5.56) (reemplazando R por )
para expresar la aceleracion tangencial. Esto es ar = [d%6/df2. La ecuacion del
movimiento tangencial es por consiguiente

: 6
ml% =-—mgsen 6 0 % + % sen § = 0. (12.14)

Esta ecuacion no es del mismo tipo que la ec. (12.12) debido a la presencia del
sen 0. Sin embargo, si el angulo 6 es pequeio, lo cual es cierto si la amplitud
de las oscilaciones es pequefia, podemos usar la ec. (M.30) y escribir sen 6 ~ 6
en la ec. (12.14) para el movimiento del péndulo, obteniéndose

d*6 g
— +Z6=0.
de + l

Esta es la ecuacion diferencial idéntica a la ec. (12.12) si reemplazamos x por 6,
esta vez refiriéndonos al movimiento angular y no al movimiento lineal. Por ello
podemos llegar a la conclusién que, dentro de nuestra aproximacién, el movi-
miento angular del péndulo es armoénico simple con w? = g/l. El dngulo 6 puede
asi expresarse en la forma 6 = 6, sen (wf + «). Entonces, usando la ec. (12.2),
P = 2n/w, el periodo de oscilacion estd dado por la expresion

P =2r V% (12.15)

Noétese que el periodo es independiente de la masa del péndulo. Para mayores
amplitudes, la aproximacién sen 6 ~ 6 no es vdlida. En tal caso, la férmula del
periodo depende de la amplitud 6, Si deseamos obtener la féormula general
del periodo, primero expresamos la energia potencial del péndulo como una fun-
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cion del angulo (ejemplo 8.7) y la sustituimos luego en la expresion de P dada
por la ec. (12.13). Nosotros omitiremos los detalles matematicos, pero indicaremos
que el resultado puede expresarse por la serie

P =2 )1g (1 + } sen? 40, + & sent 46, + ...).

La variacién con la amplitud 6, del periodo P, expresado en funcién del pe-
riodo Py = 2= VT@ correspondiente a oscilaciones muy pequenas, se ilustra en
la Fig. 12-8. Nétese que el periodo P difiere apreciablemente de P, solamente
para amplitudes muy grandes. Para pequeias amplitudes es suficiente tomar el
primer término correctivo, y aun sustituir 6, por sen 46,, obteniéndose

P=2x)ljg + Led, (12.16)

donde 6, se expresa en radianes. Esta es una aproximacién suficiente para la
mayor parte de las situaciones précticas. De hecho, el término 62/16 representa
menos del 1 %, para amplitudes menores de 23°.

Hay, sin embargo, un diseito especial en el cual el periodo de un péndulo es
independiente de la amplitud. Este disefio recibe el nombre de péndulo cicloidal.
Una cicloide es una curva generada por un puntoe en el borde de un disco que
rueda sobre un plano, como se muestra en la Fig. 12-9. Si en un plano vertical
construimos una trayectoria con la forma de una cicloide, y dejamos que la
masa m oscile bajo la accion de la gravedad, la amplitud del movimiento de-
pendera del punto desde el cual se suelta la particula, pero el periodo siempre
serd P = 4= |/ ajg, siendo a el radio del circulo que genera la cicloide.

Contornos
cicloidales

\-_—- — T -
N w=2 Gicloide. 1
Circulo rodante Cicloide
Fig. 12.9, Definicion de la cicloide. Fig. 12.10. Péndulo cicloidal.

Una manera practica de construir un péndulo cicloidal se ilustra en la Fig. 12-10,
donde C; y C, son dos contornos cicloidales. Por razonamiento geométrico, puede
demostrarse que cuando el péndulo estd suspendido entre ellos, su masa describe
una cicloide, y el periodo de oscilacion es independiente de la amplitud.*

EJEMPLO 12.5. Calcular la tensién en la cuerda de un péndulo en funcién del
dngulo que hace la cuerda con la vertical.

* Para mayores detalles sobre la cicloide, ver G. B. Thomas, Cdlculo infinilesimal y geometria
analitica, tercera edicién. Madrid : Aguilar, 1964, sec. 12.2.
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Solucién: Para calcular la tensién T, primero obtenemos la fuerza centripeta sobre
la particula,

Fe=T-— Fy =T—mgcos9,
ya que, de la Fig. 12-7, Fn est4d dada por mg cos 8. Luego igualando esta expresién

a la masa multiplicada por la aceleracién centripeta mv?/I (nétese que ! es el radio)
de acuerdo a la ec. (7.28), obtenemos

T - mg cos 6 = mv¥/l.

Para conseguir la velocidad usamos el resultado del ejemplo 8.7. Esto es,
p? = 2gl(cos 6 — cos Oy),

y por lo tanto
T = mg(3 cos 6 — 2 cos 0,).

Esta expresion es valida para cualquier amplitud, ya que no se ha hecho nin-
guna aproximacién con respecto a 9.

12.6 Péndulo compuesto

Un péndulo compuesto (o fisico) es cualquier cuerpo rigido que puede oscilar
libremente alrededor de un eje horizontal bajo la accién de la gravedad. Sea
ZZ' (Fig. 12-11) el eje horizontal y C el centro de masa del cuerpo. Cuando la
linea OC hace un angulo 6 con la vertical, la componente Z del torque actuante
sobre el cuerpo es v, = — mgb sen 6, donde b es la distancia OC entre el eje Z
y el centro de masa C. Si I es el momento de inercia del cuerpo alrededor del
eje Z, y o = d?6/df* es la aceleracion angular,
la ec. (10.14), Ia = =, da I d?6/df* = — mgb
sen 6. Suponiendo que las oscilaciones son
de pequefa amplitud, podemos suponer que
sen 6 ~ 6, de modo que la ecuacion del mo-
vimiento es

d*6 _ mgb 6 Z ,
| |
|
; |
dzo gb |
— +=_—0=0 '
df2 + K? : "W=mg

Aqui hemos utilizado I = mK?, donde K es
el radio de giro, definido en la ec. (10.10). Po-
demos comparar esta ecuacién del movi-
miento con la ec. (12.12), demostrando que el movimiento angular oscilatorio es
arménico simple, con «? = gb/K2. Por consiguiente, el periodo de las oscilacio-
nes es

Fig. 12-11. Péndulo compuesto.

P =2rVK2gh. (12.17)
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La cantidad ! = K?/b se denomina la longitud del péndulo simple equivalente,
¥a que un péndulo de tal longitud tiene el mismo periodo que el péndulo com-
puesto. Notamos que el periodo del péndulo compuesto es independiente de su
masa, asi como de su forma geométrica, siempre que el radio de giro K y la posi-
cion del centro de masa, dado por b, permanezcan inalterables.

EJEMPLO 12.6. Un anillo de 0,10 m de radio esta suspendido de una varilla,
como se ilustra en la Fig, 12-12. Determinar su periodo de oscilacién.

Solucién: Designando el radio del anillo por R, su momento de inercia con respecto
a un eje que pasa a través de su centro de masa C es J¢ = mR? (vea la tabla 10-1).
Entonces, si aplicamos el teorema de Steiner, ec. 10.8, suponiendo a = R, el mo-
mento de inercia con respecto a un eje que pasa a través del punto de suspensién O es

I- Ic 4 mR*=mR? + mR® = 2mRe,
expresiéon que da un radio de giro K2 = 2R? También en nuestro caso b =R.
Entonces, usando la ec. (2.17), obtenemos

P = 9 |/2R? 2R

— = 2r |/ £,

gR g

lo cual indica que la longitud equivalente del péndulo simple es 00’ = 2R, o sea
el didmetro del anillo. Al reemplazar los valores de R — 0,10 my g=98ms2
obtenemos P = 0,88 s.

EJEMPLO 12.%. Una esfera de radio R estd suspendida desde un punto fijo por
una cuerda, de modo que la distancia desde el centro de Ia esfera al punto de sus-
pensién es I. Encontrar el periodo del péndulo.

Solucién: A menos que el radio R sea muy pequerio comparado con I, no podemos
considerar el péndulo como simple, y debemos usar las expresiones que hemos dis-
cutido en esta seccién. De la tabla 10.1 tenemos que el momento de inercia de una
esfera con respecto a un eje que pasa por su centro es 2mR2 Por consiguiente,
cuando aplicamos el Teorema de Steiner para encontrar el momento de inercia con
respecto al punto de suspensién, haciendo a = I, obtenemos

I = imR®* + ml? = m(l* + IRY).

Esta expresién da como radio de giro K2 =% + ¢R? = lz(i + 0,4 R%1%). Por tanto
aplicando la ec. (12.7) y notando que en este caso b — [, tenemos

p_ 211:]/ (L + 0ARYE) _ o VI (1 + 0.4 ﬁi)l *
g g 2

Considerando que R es pequefio comparado con l, podemos reemplazar (1 + 0,4
R*1*/2 por 1 4 0,2R?/I?) usando Ia aproximacién del binomio (M.28). Entonces

2
P - 27:]/1 (1 +0,2 —R—).
g r*

El primer término da el periodo, si despreciamos el tamafio de la esfera. Por
ejemplo, si I =1 m y R = 0,01 m, tenemos R*I* = 104, y el término correctivo
es 1,00002. Asi el tamafio finito de 1a masa del péndulo aumenta el periodo en 0,002 %,
una cantidad que es despreciable en la mayoria de los casos.

EJEMPLO 12.8. Péndulo de torsién.
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7 0%

Figura 12-12 Fig. 12-13. Péndulo de torsion. El centro
de masa se encuentra en C.

Solucién: Otro ejemplo de movimiento arménico simple es el péndulo de torsiém,
consistente en un cuerpo suspendido por un alambre o fibra (Fig.12-13) de tal ma-
nera que la linea OC pasa por el centro de masa del cuerpo. Cuando el cuerpo se
rota un éngulo 6 a partir de su posicién de aquilibrio, el alambre se tuerce, ejer-
ciendo sobre el cuerpo un torque < alrededor de OC que se oponen al desplaza-
miento 6 y de magnitud proporcional al 4ngulo, * = — K6, donde K es el coeficiente
de torsion del alambre. Si I es el momento de inercia del cuerpo con respecto al
eje OC, la ecuacién del movimiento, usando la ec. (10.14) con « = d*6/d¢t?, es
' d= dz9

=—x0 6 W+?e=0.

! diz d®

Nuevamente encontramos la ecuacién diferencial (12.12), de modo que el movi-
miento angular es armdnico simple, con w? = k/I ; el periodo de oscilacién es

P = 2x Vijk. (12.18)

Este resultado es interesante debido a que podemos usarlo experimentalmente
para determinar el momento de inercia de un cuerpo suspendiéndolo de un alambre
cuyo coeficiente de torsién k se conoce, y luego midiendo el periodo P de oscilacién.

12.7 Superposicion de dos MAS: Igual direccién, igual frecuencia

Consideraremos ahora la superposicién, o interferencia, de dos movimientos ar-
monicos simples que producen un desplazamiento de la particula a lo largo de
la misma linea. Discutamos primero el caso en que ambos tienen la misma fre-
cuencia (Fig. 12-14). El desplazamiento de la particula producido por cada mo-
vimiento arménico simple estd dado por:

x, = OP; = A, sen (wl + )

x, = OP, = A, sen (wl + ay).
El desplazamiento resultante de la particula estd dado por

£ =0P =z, + 2, = A, sen (ot + o)) + A, sen (wf + o).
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Demostraremos ahora que z corresponde a un movimiento arménico de la misma
frecuencia. La componente z del vector suma OP’ de los vectores rotantes @'1
y 63’2, es justamente la suma de las componentes X de O_ﬁ’l y (ﬁ;’z (esto es,
T, + &), y por ende es igual a z. Tambiéli; ya que el angulo entre 61_5'1 y 0-1_3"2

tiene el valor fijo 8 = ay— «,, el vector OP’ tiene una magnitud constante A,
y rota también alrededor de O con velocidad angular w. Por consiguiente el vector

rotante OP' genera un movimiento arménico stmple de frecuencia angular o,

Y podemos escribir x = (ﬁ,

X/

}'/

T = A sen (wl + a). (12.19)

Calculamos la amplitud A aplicando la ec. (3.3)
al vector resultante de los dos vectores:

A=)A}+ A2 +244,cos 5. (12.20)

La fase inicial « puede encontrarse proyectan-
do los tres vectores sobre los ejes 0X, y 0Y,
los cuales rotan con velocidad angular @ cons-
tituyendo un sistema de referencia en el cual

los vectores OP';, OP', y OP' se encuentran
en reposo. Luego, teniendo en cuenta la ley
de adicién de vectotes, tenemos

A cos « = A, cos o, + A, cos ay

: - y .

lf‘/llismci: 4.la Lr(ﬁ;;g:):lcéggcfgngg? A sen o = A, sen o + A, sen ay,
Dividiendo, obtenemos

A, sen o) + A, sen o,

A, cos ay + A, cos a,,

g a = (12.21)

Consideremos algunos casos importantes especiales. Si @, = o, entonces § =0,
y decimos que los dos movimientos estdn en fase. Sus vectores rotantes son pa-
ralelos y las ec. (12.20) y (12.21) dan

A=A +4A a=aq (12.22)

Por consiguiente, los dos movimientos arménicos simples interfieren constructi-
vamente ya que sus amplitudes se suman (Fig. 12-15). Si @y = o; + m, entonces
8 = =, y decimos que los dos movimientos arménicos simples estan en oposicién.
Sus vectores rotantes son antiparalelos y las ec. (12.20) y (12.21) dan si 4,> A,

A=A —a4, (12.23)

y los dos movimientos arménicos simples interfieren atenudndose ya que sus am-
plitudes se sustraen (Fig. 12-16). En particular, si A, = A,, los dos movimien-
tos armoénicos simples se cancelan mutuamente. (¢Qué sucederia si A, < A4,7)
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Fig. 12-15. Composicion de dos
MAS en fase.

Si ey = o + =/2, entonces 8 = =/2, y se dice que los dos movimientos arménicos
simples estdn en cuadrafura. Entonces, aplicando la ec. (12.20), obtenemos

A = )43 ¥ A% (12.24)

El estudiante puede verificar con la ec. (12.21) que la expresion de « esta dada por

« = «, 4 arctg —:3 . (12.25)

Fig., 12-16. Composicién de dos
MAS en oposicién.

Los dos vectores rotantes son, en este caso, perpendiculares. En la Fig. 12-17, se

ha representado el caso cuando A, = /'3 A, de modo que « = a; + n/6 y A=24,.
El estudiante debe investigar el caso en el cual a = o + 3n/2.

EJEMPLO 12.9. Una particula esti4 sometida, simultaneamente, a dos movimien-
tos arménicos simples de la misma direccién y frecuencia. Sus ecuaciones son x, = 10
sen (2 + n/4) v x. = 6 sen (2 + 2n/3). Encontrar el movimiento resultante.
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Fig. 12-17. Composicién de dos
MAS en cuadratura.

Solueion: La diferencia de fase es 8 = oy — o, == 21/3 — n/4 = 5n/12. Por lo tanto,
como las amplitudes son A, =10 y A, = 6, la amplitud resultante es

A =)10% + 6% 4 2(10)(6) cos (57/12) = 12,92.
La fase inicial estd dada por .

10 sen (x/4) + 6 sen (2n/3)
~ — 6,527,
8% = 10 cos (w/4) 1 6cos @x/3) — °

de modo que « = 81,3° = 1,42 rad. Por consiguiente, el movimiento resultante es
descrito por la ecuacién r = 12,92 sen (2f + 1,42).

12.8 Superposicion de dos MAS: Igual direccion, diferente fre.
cuencia

El caso en el cual dos movimientos arménicos simples en la misma direccion
pero con diferente frecuencia interfieren tiene también importancia. Consideremos
por simplicidad, el caso en el cual o; =0 y %, = 0; entonces los movimientos
estdn descritos por las ecuaciones x, = A;sen oyl y x, = A, sen o,

El dngulo entre los vectores rotantes OP, 'y OP; (Fig. 12-18) es ahora w,t—w,f =

= (@, —wy)l, y no es constante. Por ello, el vector resultante 0P’ no tiene longitud
constante y no rota con velocidad angular constante. En consecuencia, el movi-
miento resultante, z =z, + &, no es armoénico simple. Sin embargo, como ob-
servamos de la Fig. 12-18, la “amplitud” del movimiento es

A = | A3 + A% 1244, cos (w, — wy), (12.26)

y “oscila” entre los valores A = A, + A, [cuando (0, — w)l =2nm]y A=|A,—A,)
[cuando (w, — w,)! = 2n= + =]. Se dice entonces que la amplitud es modulada.
La frecuencia de la amplitud de oscilacion se expresa por

v = (0 — wy)f2r = v; — v, (12.27)

y es igual a la diferencia de las frecuencias de los movimientos que interfieren.
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()

Fig. 12-18. Composicién de dos MAS  Fig. 12-19. Fluctuacién en amplitud o
de diferentes frecuencias. pulsaciones.

La Fig. 12-19 muestra la variacién de A con L. La situacion descrita tiene lugar
cuando, por ejemplo, dos vibradores de frecuencia muy préximos estn vibrando
simultdneamente en lugares muy cercanos. Se observa una fluctuacion en la
intensidad de los sonidos, llamadas pulsaciones, que se deben al cambio en
la amplitud «, como se ilustra en la Fig. 12-19.

Una situacién interesante ocurre cuando A, = A,, esto es, cuando las dos am-
plitudes son iguales. Entonces usando la ec. (M.7) obtenemos

r =1 + T, = A(sen w,f 4 sen w,l)
= 24, cos Hw, — wy)f sen Hw, + w,)i, (12.28)
indicando que el movimiento es oscilatorio con frecuencia angular 3(w, + w;} ¥
amplitud
A = 24, cos o, — wy)l. (12.29)

Fig. 12-20. Pulsaciones cuando las dos amplitudes son iguales.

Este resultado puede obtenerse directamente de la ec. (12.26) haciendo 4, = A,.
El grafico de x en funcién del tiempo f se ilustra en la Fig. 12-20, en la cual la
linea punteada muestra la modulacién de la amplitud.
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12.9 Superposicién de dos MAS: direcciones perpendiculares

Consideremos ahora el caso en el que una particula se mueve en un plano de tal
modo que sus coordenadas x e y oscilan con movimiento arménico simple. Exa-
minaremos primero el caso en el que los dos movimientos tienen la misma fre-
cuencia. Escogiendo nuestro origen del tiempo de modo que la fase inicial del
movimiento a lo largo del eje X sea cero, tenemos para la coordenada x

X = A sen wl. (12.30)
El movimiento a lo largo del eje Y es descrito por la ecuacion
y = B sen (ot + 3), (12.31)

donde 3 es ahora la diferencia de fase entre las oscilaciones 1 e y. Nosotros hemos
supuesto que las amplitudes A y B son diferentes. La trayectoria de la particula
estda obviamente limitada por las lineas x = 4+ A4 e y=+B8B.

Consideraremos ahora algunos casos especiales. Si los dos movimientos estan en
fase, 8 =0 e y = B sen w!, que pueden combinarse con la ec. (12.30) para dar

y = (B/A)x.
Y 3r
N e | ST ! en la Fig. 1221, y el movimiento que

g g =7 ¢ Esta es la ecuacion de la linea recta PQ
|
|
i

2 | resulta es arménico simple, con amplitud

b=rx \ i /,'/a=0 ; |/ A? 4 B2 debido a que el desplazamiento

17X alolargo de la linea PQ es

r=1Jaz+ 2 =) A% + BZ sen ol.

(12.32)

Fig. 12-21. Composicién de dos ! 10S movimientos estdn en oposicién, § =

MAS de la misma frecuencia pero = = ey = — B sen w!. Combinado con la
en direcciones perpendiculares. La ec, (12.30), esto da

trayectoria depende de la diferencia

B
de fase. y=——"—"—uz,

A
la cual es la ecuacion de la linea recta RS. El movimiento es nuevamente armaénico
simple con amplitud ]/A2 + B2 Entonces decimos que cuando § =0 6 =, la
interferencia de los movimientos arménicos simples perpendiculares de la misma
frecuencia da lugar a una polarizacidn rectilinea.
Cuando 3 = /2, se dice que los movimientos a lo largo de los ejes X e Y estan
en cuadratura; e

Yy = B sen (wf + n/2) = B cos wl.
Combinada con la ec. (12.30), da

x? /e

VR

=1,
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que es la ecuacién de la elipse ilustrada en la Fig. 12-21. La elipse es recorrida
en la direccion de las agujas del reloj. Esto puede verificarse encontrando la
velocidad de la particula en el punto £ = 4 A, en la cual la velocidad es paralela
al eje Y. En este punto, de la ec. (12.30), debemos tener sen w! = 1. La compeo-
nente Y de la velocidad es v, = dy/df =—wB sen wt =— wB. Por ser negativa
el punto pasa por A moviéndose hacia abajo, lo cual corresponde a una rotacién
en el sentido de las agujas del reloj. Se obtiene la misma elipse si 8 = 3=/2 6 — =/2,
pero el movimiento es en sentido contrario a las agujas del reloj (;puede el estu-
diante verificar esta proposicion?). Luego, podemos decir, que cuando la dife-
rencia de fase 8 es + =/2, la interferencia de dos movimientos armoénicos simples
de la misma frecuencia y direcciones perpendiculares da lugar a polarizacién
eliptica, con los ejes de la elipse paralelos a las direcciones de los dos movimientos.

Cuando A = B, la elipse se transforma en un circulo y tenemos polarizacion
circular. Para un valor arbitrario de la diferencia de fase 3, la trayectoria es ain
una elipse pero sus ejes estan rotados con respecto a los ejes de coordenadas.
En la Fig. 12-22 se muestran las trayectorias para ciertas diferencias de fase.

ONENN N
NANGERNFENERN
N2 Vs /
NN A s

5=240° §=270° - §=300° §=330° 6 =2360°

Fig. 12-22. Trayectorias para diferencias de fases selectas.

De acuerdo con la seccién 12.33, los movimientos descritos por la ec. (12.30)
y (12.31) requieren fuerzas a lo largo de los ejes X e Yigualesa F, =—kxy
F, = — ky. La fuerza resultante que actua sobre la particula es por lo tanto

F=ua:Fx+uyFy=

= — k(ux + wyy) = —kr, (12.33)

. l,‘l_ - f
siendo r = OP (Fig. 12-23) el vector posicion de li )
la particula. Por tanto el movimiento que hemos I E F,
descrito cinematicamente en esta seccién es de- LT T T ‘
bido a una fuerza central atractiva proporcional R
al desplazamiento. 0

La fuerza dada (12, iem-

.d .d por la ec. (12 33) P rodu(fe siem Fig. 12-23. Fuerza de atrac-
pre un movimiento plano aun si la particula se ;.. proporcional al desplaza-
mueve en el espacio, debido a que la fuerza es miento.

L)
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central y, por consiguiente, la trayectoria mds general bajo tal fuerza es una

elipse. La energia potencial correspondiente a la fuerza de la ec. (12.33) es (recor-
dar el ejemplo 8.8):

E, = 3k(z® + %) = k2. (12.34)

Fig. 12-24. Figuras de Lissajous para
wg/e, = 3 y una diferencia de fase de /6.

Otra situacion interesante es la interferencia de dos movimientos oscilatorios
perpendiculares de frecuencias diferentes. Esto es,

x = A, sen wl, Yy = A, sen (wf + 3). (12.33)

La Fig. 12-24 ilustra el caso para el cual w, = 3w, y 5 = =/6. La trayectoria
resultante es la linea sélida. Tal trayectoria depende de la relacion w,fw, y de
la diferencia de fase 3. Estas trayectorias se llaman figuras de Lissajous, y se
ilustran en la Fig. 12-25 para diferentes valores de la relacién w,f/w, y varias dife-
rencias de fase en cada caso.
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12.10 OQsciladores acoplados

Una situacién encontrada frecuentemente es aquella de dos osciladores acoplados.
En la Fig. 12-26 se ilustran tres situaciones posibles. En (a) tenemos dos masas
m; y m, unidas a dos resortes k; y k, y acopladas por el resorte k, de modo que
los movimientos de m, y m, no son independientes. En (b) tenemos dos péndulos
acoplados por la cuerda AB. En (c), los cuerpos I, e I; unidos a las barras k, y k,
estan acoplados por la barra k, formande dos péndulos de torsién acoplados,
Encontraremos una situacién similar en la seccion 17.11 (volumen II) cuando
estudiemos circuitos eléctricos oscilantes acoplados. El efecto total del acopla-
miento de dos osciladores puede describirse como un intercambio de energia
entre ellos.

(a) (b} (c)

Fig. 12-26. Varios tipos de osciladores acoplados.

Para discutir el problema dindmicamente, debemos establecer la ecuacién de
movimiento de cada oscilador. Consideremos el caso especial de dos masas m,
y my unidas a resortes (Fig. 12-27). Llamemos z, y , los desplazamientos de m, y
Ty a partir de su posicién de equilibrio, medidos como positivos cuando estén a
la derecha. Luego el resorte k, ejerce una fuerza — k,x, sobre m,, y similarmente
ks ejerce una fuerza — k,r, sobre m,. El resorte k ha sufrido una elongacién x, — z,
¥, por lo tanto, las fuerzas que ejerce sobre cada particula cuando trata de recobrar

v Posiciones de equilibrio

—kyx,

L kea—2) =k

e —— l
~— = k(zy—1)

|
| #
I |

k
l }_x'l. Xo

Flg. 12-27. Osciladores acoplados.
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su longitud original son k(x, — x,) sobre ml'y — k(xry — x,) sobre m,. Entonces
la ecuacién de movimiento de cada particula [usando la ec. (7.15), m d%z/df2 = F) es

d*x,

m, e - &y + k(T — )
Yy
d2x
my—a- = — katy — k(zy — ).

Combinando términos similares, podemos escribir

d%x; kk+k  k
di? + my 1= my 5
y (12.36)
d2x2 + k;‘:i‘ k Ty = k x;.
dt* m, my

Los lados de la izquierda de estas ecuaciones son muy similares a la ec, (12,12),
excepto que la constante elastica es k; + k y k, 4 k. Esto, en vista de la ec. (12.7),
es equivalente a un cambio en la frecuencia de oscilacién con respecto a las fre-
cuencias cuando no estén acoplados. Otra diferencia en la ec. (12.36) con respecto
a la ec. (12.12) es que, en lugar de cero en el miembro de la derecha, tenemos
un término que se refiere a cada oscilador. A este término podemos llamarlo el
término de acoplamiento. En lugar de intentar obtener la solucion general de
la ec. (12.36) indicaremos los resultados principales, limitdndonos al caso especial
de dos osciladores idénticos de modo que m; = m, y k; = k,. Este caso, aunque
mas simple, tiene esencialmente todas las caracteristicas del caso general. En-
tonces las ecs. (12.36) son:

d%r, =k1+kx1= k z, d%, 4 k1+'kx2=—£c——:cl.
de m, m, df m, m,

(12.37)

Puede demostrarse que el movimiento general de dos osciladores acoplados,
descrito por las ec. (12.37) puede considerarse como la superposicién de dos
modos normales de oscilacion. En uno de los modos normales, los dos osciladores
se mueven en fase con amplitudes iguales. Esto es

x, = A; sen (wf + o), T, = A; sen (wy! + &), (12.38)
donde ‘

w, = ViJm,. (12.39)

Esto es, la frecuencia de los osciladores acoplados es la misma frecuencia de
oscilacién que cada masa tendria si no hubiera acoplamiento, Esto es facilmente
comprensible porque, como los osciladores tienen igual amplitud y estan en fase,
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el resorte central no sufre ningin estiramiento y por lo tanto no ejerce ninguna
fuerza sobre las masas, las cuales se mueven como si no estuvieran acopladas,

En el segundo modo normal, los dos osciladores se mueven en oposicién con
amplitudes iguales. Esto es,

T, = Ay sen (wf + o), T, = — A, sen (wyl + 1), (12.40)
donde

o, = ) (ky, + 2k)/m,, (12.41)

y entonces la frecuencia es mayor que la frecuencia sin acoplamiento. Esto es
facilmente comprensible ya que ahora el resorte central se estira Yy se comprime,
y esto equivale a aumentar la constante elastica de cada oscilador. Estos dos mo-
dos normales de oscilacion estdn representados esquematicamente en la Fig. 12-28,
Los modos normales (12.38) y (12.40) corresponden a una situacién en la cual
las dos masas se mueven con diferencia de fase constante, la cual es cero en el
modo (12.38) y = en el modo (12.40). Las dos masas pasan simultineamente a
través de su posicion de equilibrio y alcanzan sus desplazamientos maximos

simultdneamente.
2 Ty Lo ——t
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Fig. 12-28. Vibraciones normales de dos osciladores acoplados idénticos.

La solucién general de las ecs. (12.37) es una combinacién lineal de los modos
normales de oscilacion. Esto es

x, = A, sen () + o) + A, sen (wyl + o) (12.42)

y :
Ty = Ay sen (wyf + o) — A, sen (wf + o). (12.43)

Podemos ver que estas dos ecuaciones expresan la solucién general de la ec. (12.37)
ya que contienen cuatro constantes arbitrarias; A, «;, A, y a,, como corresponde
a un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. Estas
dos ecuaciones indican que x, y x, son los resultados de las interacciones de dos
movimientos armonicos simples en la misma direccién pero de frecuencia y fase
distintas, una situacién ya discutida en la seccion 12.8. Por lo tanto lo que se
explico en dicha ocasion se aplica en este caso. _

Para una mejor comprension de la fisica del problema, consideremos el caso
especial de amplitudes iguales, A, = A,, y supongamos que las fases iniciales
son cero (4 = «, = 0). Entonces usando la ec. (M.7), tenemos

T, = A, sen wf + A sen wpt = A (sen a,f + sen w,l)
= [24; cos {w, — w,)!] sen Hw, + wy)!
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x, = A, sen ol — A, sen w,l = A (sen wf — sen w,f)
= [24, sen $(w; — wy)f] cos Hew;, + wy)t.

Comparando estas expresiones con la ec. (12.29), vemos que la amplitud mo-
dulada de x, es 24 cos 4(w; — wy)t, pero la amplitud modulada de 2, es 24 sen
e, — wy)t = 2A cos [$(w; — w)t — =/2]. Vemos entonces que las dos ampli-
tudes moduladas tienen una diferencia de fase de =/2, o un cuarto del periodo
modulante. Las variaciones de x, y z, en funcién de { se ilustran en la Fig. 12-29.
Debido a la diferencia de fase entre las dos amplitudes modulantes hay un inter-
cambio de energia entre los dos osciladores. Durante un cuarto del periodo modu-
lante, la amplitud modulante de un oscilador disminuye y la del otro aumenta,
dando lugar a una transferencia de energia del primero al segundo. Durante el
siguiente cuarto del periodo, la situacion se invierte y la energia fluye en la direc-
cion opuesta. El proceso se repite continuamente. Esto puede observarse usando
dos péndulos como se indica en la Fig. 12-26(b).

M\ N
y v

-~

—

Q/\/A_
\V\U

Fig. 12-29. Osciladores acoplados de igual amplitud.

Es también interesante considerar la energia total del sistema. La energia
cinética total es E, = 4m;p} + 4myp?. Para obtener la energia potencial aplica-
mos la ec. (12.10) a cada resorte lo cual da E, = }k23 + 3k,x2 + $k(x, — x,)%, ya
que r,, r, y x, — I, son las elongaciones de cada resorte, o
La energia total es entonces

E = Ex + Ep = [my] + ¥k + k)i
+ [3mgt; + Yk, + K)z3] — kayx,. (12.44)
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El término del primer paréntesis depende solamente de x,, y puede llamarse
la energia de m; el término del segundo paréntesis corresponde a la energia de m,.
Pero el dltimo término contiene tanto z;, como z,, y se denomina la energia de
acoplamienio o de inferaccién. Este término es el que describe el intercambio de
energia entre los dos osciladores. En la ausencia de este término, la energia de cada
oscilador es constante. Cuando hay un acoplamiento, la energia total es cons-
tante. Este es un resultado general como vimos en el capitulo 9, cuando dos
sistemas interactuan, dando por resultado un intercambio de energia, la energia
total del sistema es de la forma

E = (Ex + Ep)y + (Ex + Ep); + (Ephy (12.45)

donde el tltimo término representa la interaccién.

Los osciladores acoplados se encuentran en muchas situaciones fisicas, como se
indicé lineas arriba. Un caso importante es la vibracion de los dtomos en una
molécula. Una molécula no es una estructura rigida y los atomos oscilan con
respecto a su posicion de equilibrio. Sin embargo, la oscilacion de cada atomo
afecta su interacciéon con los otros, y entonces forma un sistema de osciladores
acoplados.

Consideremos, por ejemplo, el caso de
una molécula triatémica tal como CO,.
Geométricamente esta molécula tiene el
ordenamiento O=C=0, como se indica
en la Fig. 12-30, y es similar a los os-
ciladores de 1a Fig. 12-27. El movimiento
relativo de los tres 4tomos puede descri-
®) birse en funcién de osciladores normales.

En la Fig. 12-30(a), los 4tomos de oxige-

3 no oscilan en fase, con el 4tomo de car-

0 bono moviéndose en direccién opuesta

para conservar la posicion del centro de

(c) masa. Este modo corresponde a la oscila-

cién o, de la Fig. 12-28. En la Fig. 12.30(b)

Fig. 12-30. Vibraciones normales de los dos Atomos de oxigeno se mueven

la molécula de CO,. en direcciones opuestas, con respecto al

atomo de carbono, que permanece fijo

en el centro de masa. Este modo corres-

ponde a la oscilacién w, de la Fig. 12-28. La situacién de la Fig. 12-30(c) no se ha

considerado previamente. Corresponde a un movimiento perpendicular a la linea

que une los atomos con una frecuencia angular w,, resultando en una flexion de

la molécula. Para la molécula de CO,, los valores de las tres frecuencias angu-
lares son

o, = 4,443 x 10457, g, =2529 x 104 -1, wy = 1,261 x 104 s,

Si la molécula no es lineal o tiene mas de tres 4tomos, el analisis de las osci-
laciones normales se vuelve més complicado, pero es esencialmente el mismo.



12.11) Oscilaciones anarmonicas 385

Fig. 12-31. Vibraciones normales de la molécula de H,0.

Por ejemplo, para la molécula de H,0, en la cual el 4tomo se encuentra a cada
lado, las vibraciones normales se ilustran en la Fig. 12-31. Sus frecuencias son
3,017 x 10% 51, 6,908 x 10% st y 7,104 x 104 s,

12.11 Oscilaciones anarmonicas

El movimiento armonico simple es generado por una fuerza F = — kx corres-
pondiente a una energia potencial E, = 4kz? midiéndose z a partir de la posicién
de equilibrio 0. Cuando la posicion de equilibrio se encuentra en z, en lugar del
origen como en la Fig. 12-32, entonces debemos escribir

Ep = 3k(x — xp)2.

El grifico de E, es una paribola con su vértice en x,. Si la energia total E
intersecta E, en A y en B, la particula oscila entre las posiciones z, y z,, que
estan colocadas simétricamente con respecto a x,. Notando que

dEpfdr = k(x —xy) y  dEp/dx® =k,
podemos escribir para la frecuencia angular
w = Vk/m =V (&E,/dx?)/m. (12.46)

Consideremos ahora el caso en que la energia potencial no es una pardbola
pero tiene un minimo bien definido, como se indica en la Fig. 12-33. Esta es la
situaciéon encontrada més a menudo en sistemas fisicos y da como resultado un
movimiento oscilatorio anarmonico. Si la energia total de la particula es E, la par-
ticula oscilara entre las posiciones x, y z, las cuales son asimétricas con respecto
a la posicién de equilibrio z,. La frecuencia de las oscilaciones depende ahora de
la energia. Para obtener un estimado de la frecuencia se procede como sigue.

Dada una funcién f(z), el teorema de Taylor* (ver ec. M.31) nos permite expre-
sarla como una serie de potencias,

f(x) = f(xo) + (dffdx)o(x — o) + Hd*f[dx)o(x — To)?
+ HPf/dr?)o(x — 2f* + ..,

* Ver G. B. Thomas, Cdlculo infinitesimal y geometria analftica, tercera edicién. Madrid : Agui-
lar, 1961, pag. 720.
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El primer término es la fuerza armoénica simple y los otros son los términos
anarmonicos.

EJEMPLO 12.10. Obtener la frecuencia de oscilacién correspondiente al potencial
intermolecular dado en el ejemplo 8.11.

Solucién: El potencial intermolecular es

2(.31)‘.__ (i)
r r
donde r, es la separacién de equilibrio. Asf
d*Ep
dr?
Poniendo r = r,, obtenemos

“5;) 7 Era
(dr* r°—72 R

E:g = —Ep,,

b

L] 12
— — Eyp, (84 T 156 -2 )
r

rl‘

Entonces, usando la ec. (12.48), encontramos que la frecuencia de oscilacién es
aproximadamente o = J72E,,,/mrt.

En esta férmula m es la masa reducida, ya que estamos discutiendo el movimiento
relativo de dos moléculas. Si calculamos r, por algiin método independiente y ob-
servamos o experimentalmente, podemos determinar la energia Ep,, de la interac-
cién molecular. Al resolver este problema hemos supuesto que el oscilador es lineal,
de modo que el potencial centrifugo (seccién 8.10) no interviene en el problema.

12.12 Oscilaciones amortiguadas

La discusién del movimiento arménico simple en las secciones previas indica
que las oscilaciones tienen amplitud constante. Sin embargo, por experiencia,
sabemos que la amplitud de un cuerpo vibrante tal como un resorte o un péndulo,
con una amplitud que decrece gradualmente hasta que se detiene. Esto es, el
movimiento oscilatorio es amortiguado.

Para explicar dindmicamente el amortiguamiento podemos suponer que, en
adicién a la fuerza elastica F = — kx, actia otra fuerza, opuesta a la velocidad.
En la seccién 7.10 consideramos una fuerza de esta clase, debida a la viscosidad
del medio en el cual el movimiento tiene lugar. Siguiendo la logica de la sec-
cién 7.10, escribiremos esta fuerza como F’ = — p, donde X es una constante y
v es la velocidad. El signo negativo se debe al hecho que F’ se opone a v. Noétese
que otros tipos de fuerzas de amortiguamiento — proporcionales a potencias
mayores de la velocidad, o con otras relaciones fisicas diferentes — pueden pre-
sentarse en varias situaciones fisicas. La fuerza resultante sobre el cuerpo es
F 4+ F', y su ecuacion de movimiento es

ma = —kr — w, - (12.50)
o, recordando que » = dz/dl y que a = d%r/df® tenemos

d*x dx
mF + ?\T—I—kx=0. (12.51)
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Esta ecuaciéon se escribe usualmente en la forma

P2 e, 1252
donde 2y == A/m y wi = k/m es la frecuencia angular sin amortiguamiento,
Esta es una ecuacion diferencial que difiere de la ec. (12.12) del movimiento
armoénico simple, en que contiene el término adicional 2y dx/df. Su soluciéon puede
obtenerse mediante la aplicacion de técnicas aprendidas en el curso de calculo.*
En lugar de intentar resolverla de una manera formal, escribamos su solucién
para el caso de pequefio amortiguamiento, cuando v < w,. La solucidén es entonces

x = Ae~"t sen (wl + o), (12.53)

donde A y « son constantes arbitrarias determinadas por las condiciones iniciales
(como se explico en el ejemplo 12.3 para el caso de movimiento armoénico simple), y

o =} 0t — v =V kim — »2/4m> (12.54)

El estudiante puede verificar por sustitucién directa que la ec. (12.53) es una
solucién de la ec. (12.52). Como contiene dos constantes arbitrarias es la solucion
general de la ecuacion diferencial. La ec. (12.54) indica que el efecto «del amorti-
guamiento es disminuir la frecuencia de las oscilaciones.

La amplitud de las oscilaciones no es constante y esta dada por Ae-vt. Debido
al exponente negativo, la amplitud decrece a medida que el tiempo aumenta,
resultando un movimiento amortiguado. La fig. 12-34 muestra la variacion de x
en funcién de [

- —Aet

n Fig. 12-34. Oscilaciones amortiguadas.

Si el amortiguamiento es muy grande, y puede ser mayor que w, y w, dada por
la ec. (12.54), se vuelve imaginaria. En este caso no hay oscilaciones y la particula
si se la desplaza y se la deja libre, se aproxima gradualmente a la posicion de

* Ver por ejemplo, Cdleulo infinitesimal y geometria analitica, tercera edicién, por G. B. Thomas.
Madrid : Aguilar, 1964, sec. 18.9.
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equilibrio sin pasarla, o a lo mds pasdndola una sola vez. La energfa perdida por
la particula en oscilaciones amortiguadas es absorbida por el medio que la rodea.

EJEMPLO 12.11. Un péndulo consiste de una esfera de aluminio de 0,005 m de
radio suspendida de una cuerda de 1 m de largo. Determinar ¢6mo la viscosidad
del aire afecta su amplitud y su periodo.

Solucién: De la seccién 7.10 sabemos que la fuerza viscosa que actiia sobre una
esfera de radio R que se mueve en un fluido con velocidad v es F = — 6xqRo.
Asi podemos encontrar la ecuacién del movimiento tangencial del péndulo agre-
gando — a la fuerza Fr = —mg sen 6 ~ —mg6 obtenida en la seccién 12.5 para
pequefias amplitudes - la fuerza viscosa, con v = ds/dt = [ db/dt, donde [ es la
longitud del péndulo. Por consiguiente
a® _ . do d®0 6rnR db g .
ml an mgl — 6mq Rl — al _() an + m ot + ; 6 =0,
la cual es una ecuacién diferencial mateméticamente idéntica a la ec. (12. 52)
Poniendo m = (4nR3%/3)p, donde p es la densidad de la esfera de aluminio, igual
a 2,65 x 10° kg m-3, llegamos a la conclusién que

6nn R M
2(4n R%*/3)p 4R%

La viscosidad del aire, suponiendo una temperatura de 20°C, es 1,78 x 10-%
m-1kgs-! Asi y = 6,43 x 10-*s-1, Por tanto la amplitud decrece de acuerdo
a la ley Ae-0.000843t, E] tiempo necesario para que la amplitud se reduzca al 10 9,
se obtiene igualando el exponente a 0,9 6 — 6,43 x 10-% = In 0,9. El tiempo es
de 1,64 x 10%s, o alrededor de 27 minutos.

Para ver cémo la viscosidad del aire afecta la frecuencia (o el perfodo) de las

oscilaciones usamos la ec. (12.54), notando que o} = g/l. Asf w = | g/ — % Pero

g/l = 9,8 571, mientras que y? en nuestro caso es del orden de 4 x 10-7 s-%, des-
preciable comparada con g/l. Asf, llegamos a la conclusién que la viscosidad del aire
pricticamente no afecta la frecuencia o perfodo del péndulo considerado en este
ejemplo, aunque afecta su amplitud.

12.13 Oscilaciones forzadas

Otro problema de gran importancia es aquel de las vibraciones de un oscilador,
esto es, las vibraciones que resultan cuando aplicamos una fuerza oscilatoria
externa a una particula sometida a una fuerza elastica. Esto sucede, por ejemplo,
cuando colocamos un vibrador en una caja resonante y forzamos las paredes
de la caja (y el aire dentro), a oscilar, o cuando las ondas electromagnéticas,
absorbidas por una antena, actian sobre el circuito eléctrico de nuestro radio
¢ nuestra television, produciende oscilaciones eléctricas forzadas.

Sea F = F, cos wit la fuerza oscilante aplicada, siendo su frecuencia angu-
lar w;. Suponiendo que la particula est4 sometida a una fuerza elastica —kz y a
una fuerza de amortiguamiento — Av, su ecuacién de movimiento es ma =
= — kr — W + F, cos wil. Realizando las sustituciones v = dr/dl, a = d%r/dL,
tenemos

‘ftf 4 d” + kr = F, cos ay, (12.55)
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la cual, si suponemos 2y = A/m y wi = kf/m, puede escribirse en la forma

d2 dx F,

+ Y + wir = - cos wyl. (12.56)
Esta es una ecuacion diferencial similar a la ec. (12.52), difiriendo solamente
en que el miembro de la derecha no es cero. Podriamos resolverla por métodos
matematicos normales; en lugar de ello usemos nuestra intuicién fisica como guia.
Parece ldgico que en este caso la particula no oscilara con su frecuencia angular
no amortiguada w, ni con la frecuencia angular amortiguada } wg — v2. En su
lugar, la particula serd forzada a oscilar con la frecuencia angular w; de la fuerza

aplicada. Luego supondremos como posible solu-

A cién de la ec. (12.56), una expresion de la forma
! x = A sen (wyf — a), (12.57)
) : donde, por conveniencia, se ha dado un signo
ﬁk‘l : negativo a la fase inicial «. La sustitucion direc-
i ta en la ecuacion demuestra que sera satisfac-
: toria si la amplitud estd dada por*
|
F,
0 o o = ofm (12.58)
' V(@3 — wf)? + 4720}
Fig. 12-85. Variacién de ia y la fase inicial del desplazamiento por
amplitud con la frecuencia de
fuerza aplicada. tg o« = w? — wj (12.59)
2yw; '

Notese que tanto la amplitud A como la fase inicial « no son ya constantes arbi-
trarias, sino cantidades fijas que dependen de la frecuencia w; de la fuerza apli-
cada. Matematicamente esto significa que hemos obtenido una solucién *‘par-
ticular’” de la ecuacién diferencial. La ec. (12.57) indica que las oscilaciones for-
zadas no estan amortiguadas, pero tienen amplitud constante y frecuencia igual
a aquella de la fuerza aplicada. Esto significa que la fuerza aplicada supera a las
fuerzas de amortignamiento, y proporcmna la energia necesaria para mantener
las oscilaciones.

En la Fig. 12-35 la amplitud A esta representada en funcion de la frecuencia wy
para un valor dado de A La amplitud tiene un méximo pronunciado cuando el
denominader de la ec. (12.58) tiene su valor minimo. Esto ocurre para la fre-
cuencia wa, dada por

wa = J 0t — 2y =} kjm — »2]2m?. (12.60)

* Para verificar esto, desarréllese primero sen (wsf — @) y sustitiyase el resultado en Ia ec. (12.56).
Luego, igualense los coeficientes de sen wyf v cos wyi, respectivamente, en ambos lados de la ecua-
cion. De las dos ecuaciones asi obtenidas, encuéntrense las ec. (12.58) y (12.59) inmediata-
mente.

Se demuestra en la teorfa de ecuaciones diferenciales que la solucién general de la ec. (12.56)
se obtiene sumando a la ec. (12.53), que es solucién de la ec. (12.52), la ec. (12.57). Sin embargo,
ya que la ec. (12.53) corresponde a una oscilacién amortiguada, se hace despreciable rapida-
mente y puede ignorarse, Por esta razon se le denomina usualmente el término transiforio.
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Cuando la frecuencia w; de la fuerza aplicada es igual a wg4, se dice que hay
resonancia en la amplitud. Cuanto menor es el amortiguamiento m4s pronunciada
es la resonancia, y cuando A es cero, la amplitud de resonancia es infinita y ocurre
para wg = @, = | k/m. La Fig. 12-36 muestra la variacién de la amplitud A en
funcion de la frecuencia w; para diferentes valores del amortiguamiento A

La velocidad del oscilador forzado es

v = (:lx—t = WA cos (wd — ).
(12.61)

Comparando con la expresion F = F,
cos wyid de la fuerza aplicada, vemos que
a representa el desfasaje de la velocidad p
con respecto a la fuerza. La amplitud de 7
la velocidad v, es

| [
Do
w,F /m : : A
vy =WA = 2 ; ||
V(w?_ :)2‘!‘4!“’! o
1 | w
la cual puede escribirse también en la forma 0 @ !
F Fig. 12-.36. Variacién de la ampli-
vy = 0 . tud de las oscilaciones forzadas (en
V(mw,— kjwg? -+ 22 la figura, A, es mayor que 2,).

(12.62)

La cantidad v, varia con ®; como se indica en la Fig. 12-37, y adquiere su
méximo valor cuando la cantidad dentro del paréntesis del denominador es cero,
mw; — klwl =0, 0

w; = J kjm = o, (12.63)

A esta frecuencia de la fuerza aplicada, la velocidad e igualmente la energia
cinética de las oscilaciones son mdximas, y se dice que hay resonancia en la energta.
Nétese que la ec. (12.63), cuando se sustituye en la ec. (12.59), da « = 0. Es
decir la resonancia en la energia ocurre cuando la frecuencia de la fuerza aplicada
es igual a la frecuencia natural del oscilador sin amortiguamiento, y en este caso
la velocidad se encuentra en fase con la fuerza aplicada. Estas son las condiciones
mas favorables para transferencia de energia al oscilador, ya que la variacién
con respecto al tiempo del trabajo hecho sobre el oscilador por la fuerza aplicada
es Fv, y esta cantidad es siempre positiva cuando F y v estdn en fase. Por con-
siguiente

cuando hay resonancia en la energla la transferencia de energla de

la fuerza aplicada al oscilador forzado estd al mdximo.

Cuando el amortiguamiento es muy pequeiio no hay gran diferencia entre las
frecuencias correspondientes a la resonancia en la amplitud y la resonancia en
la energia.
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La resonancia puede ilustrarse con un experimento muy simple. Si de una
misma cuerda, suspendemos varios péndulos como se indica en la Fig. 12-38, y
ponemos el péndulo P en movimiento, los otros comenzaran también a oscilar de-
bido a su acoplamiento. Sin embargo, de los cinco péndules forzados a oscilar,
aquel que oscila con la mayor amplitud es el nimero 3, el cual tiene la misma
longitud que P y por consiguiente la misma frecuencia natural, ya que el amor-
tiguamiento es despreciable y no hay distincién entre las resonancias en la am-
plitud y en la energia en este caso.

4 5
l“ 5
4
I
: —_ 34— —-0-3 ———————— -
[ P
|
|
| ) 2
|
|
0 % “ 3
Fig. 12-37. _Variacion de la ampli- Fig. 12-38. Resonancia enla
tud de la velocidad de la oscilacién amplitud en el movimiento
forzada con la frecuencia de la pendular.

fuerza aplicada.

El fenémeno de resonancia se encuentra en casi todas las ramas de la fisica.
Se observa siempre que un sistema es sometido a una acciéon externa que varia
periédicamente con el tiempo. Por ejemplo, si un gas estd colocado en una regién
en la cual existe un campo eléctrico oscilatorio tal como una onda electromag-
nética, se induciran oscilaciones forzadas en los 4tomos que forman las moléculas
del gas. Considerando que, como se explicé al final de la seccion 12.10, las mo-
léculas tienen frecuencia naturales de vibracién definidas, la energia de absorcion
sera un maximo cuando la frecuencia del campo eléctrico aplicado coincida con
una de las frecuencias naturales de vibracion de las moléculas. Por medio de este
principio podemos obtener el espectro vibracional de las moléculas. Similarmente,
podemos considerar los electrones en un atomo como osciladores que tienen
ciertas frecuencias naturales. L.a energia que absorbe un atomo de un campo
eléctrico oscilante es maxima cuando la frecuencia del campo coincide con una
de las frecuencias.naturales del atomo. Algunos cristales, tales como el cloruro
de sodio, estdn compuestos de particulas positivas y negativas (llamadas iones).
Si el cristal es sometido a un campo eléctrico oscilante externo, los iones posi-
tivos oscilan relativamente con respecto a los iones negativos. La energia de
absorcion por el cristal estd al maximo cuando la frecuencia del campo eléctrico
coincide con la frecuencia natural de la oscilacion relativa de los iones, la cual
en el caso de cristales de cloruro de sodio es aproximadamente de 5 x 102 Hz.

Quizas el ejemplo mas familiar de resonancia sea lo que sucede cuando sinto-
nizamos una radio a una estacion radicemisora. Todas las estaciones radioemisoras
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estan produciendo todo el tiempo oscilaciones forzadas en el circuito del receptor.
Pero, para cada posicion del sintonizador, corresponde una frecuencia natural
de oscilacién del circuito eléctrico del receptor. Cuando esta frecuencia coincide
con aquélla de la radio emisora, la energia de absorcion estd al méximo, y por ello
es la unica estaci6én que podemos oir. Si dos estaciones tienen frecuencias muy
préximas, algunas veces las oimos simultdneamente, lo que da lugar a un efecto
de interferencia.

Podemos extender el concepto de resonancia a muchos procesos en los cuales
hay consideraciones favorables para la transferencia de energia de un sistema a
otro, aun si no podemos describir el proceso en funcién de oscilaciones forzadas.
En este sentido es posible hablar de resonancias en reacciones nucleares y en
procesos que tienen lugar entre particulas fundamentales. Asi considerado el
concepto de resonancia en la energia juega un papel importante en la descripcién
de muchos fendémenos.

12.14 Impedancia de un oscilador

Un oscilador amortiguado se caracteriza por tres cantidades: su masa m, la cons-
tante elastica k, y la constante de amortiguamiento 2. En las férmulas de la
seccion 12.13, estas cantidades siempre aparecen en combinaciones especiales con
frecuencia w; de la fuerza aplicada.

La cantidad que aparece en el denominador de la ec. (12.62) se denomina la
impedancia del oscilador, y se designa por la letra Z. Luego

Z = (mw;— kfwg? + 2. (12.64)
Similarmente, la reactancia X y la resistencia R se definen por

X = mw; — kjwy, R = (12.65)
Por consiguiente

Z=]X®+ R (12.66)
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Fig. 12-39. Relacién entre impedancia, Fig. 12-40. Relacion entre los vectores
resistencia, y reactancia en oscilaciones rotantes fuerza y velocidad en oscila-
forzadas. ciones forzadas.



394  Movimiento oscilalorio (12.14

Sustituyendo en la ec. (12.59) obtenemos
tg « = X/R. (12.67)

La relacién entre Z, X y R se indica en la Fig. 12-39, la cual ayuda a recordar
las férmulas precedentes. _
De 1a ec. (12.62) vemos que v, = Fy/Z, y la velocidad en cualquier instante es

V= —FZ"— cos (wd — «a). (12.68)

Esto significa que la fuerza y la velocidad pueden representarse por vectores
rotantes, como se indica en la Fig. 12-40. Notar que si « es positiva el vector ro-

tante v, se afrasa con respecto al vector rotante F, y si « es negativa, el vector

rotante v, se adelanfa a F,. Cuando hay resonancia « =0, y v, y F, tienen la
-misma direcciéon. La potencia transferida al oscilador es

P=Fp= % cos wjt cos (Wl — a).
Desarrollando el segundo coseno y multiplicindolo por el primero, tenemos

P = % (cos® wy cos o — cos @yt sen Wy sen a), (12.69)

Nosotros estamos m4s interesados en la potencia promedio, P, ya que esto es
lo que importa cuando calculamos la energia absorbida por el oscilador en un
cierto tiempo. Ahora, de acuerdo a las ec. (M.13) y (M.14),

cos® wif = 3(1 4 cos2wif) y  cos w sen wi =} sen 2wyl

Pero (cos 20,{) = (sen 2w;f) = 0, ya que las curvas seno y coseno son positivas

la mitad del tiempo y negativas la otra mitad, pero en la misma medida. Por

consiguiente (cos® ;f) =4 y (cos @ sen wif) = 0, lo que da por resultado final
- F? F?

PI(Pres P = »27“ cos o = $Fyp, cos o = —% = }Rv}.

o (12.70)

Esto comprueba que la méxima transferencia
de energia tiene lugar cuando v, es un maxi-
mo ya que R es fijo. Cuando se tiene reso-
nancia de energia, « = 0y Z = R, resultando

— F2

(P)res - 2_Rgc (12.71)
Figb_lg"u' Relacién entre PE L3 relacién entre P y (P)res se ilustra en la
Y (PBjrs. Fig. 12-41.
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La teoria concerniente a osciladores amortiguados y forzados que hemos formu-
lado en las ultimas tres secciones, aunque referidas especialmente a una particula
oscilante se aplica a cualquier situaci6n fisica descrita por una ecuaciéon como
la ec. (12.52) o la ec. (12.56). En particular, como veremos en el capitulo 17,
este es precisamente el caso de los circuitos eléctricos.

12.15 Andlisis de Fourier del movimienio periédico

Al comienzo de este capitulo explicamos que el movimiento arménico simple es
justamente un caso especifico del movimiento periddico u oscilatorio. Pero un
movimiento periédico general P estd descrito por

x = f(f), (12.72)

donde 1a funcién f(f) es periddica y tiene la propiedad f(f) = f({ + P), como se
muestra en la Fig. 12-42, La gréfica de f(f) se repite a intervalos iguales de P.
Este movimiento general oscilatorio puede expresarse como una combinaciéon de
movimientos armonicos simples.

MDA NA
VA RRVARRN

x P |

Fig. 12-42. Una funcién periédica del tiempo.

Consideremos, como ejemplo, el movimiento cuyo desplazamiento estd des-
crito por :

T = A sen wf | B sen 2wi. (12.73)

Esta expresion representa la superposicién de dos movimientos armonicos simples
de frecuencias angulares w y 2w o periodos P y $P. Obviamente x es también
periédica, y su periodo sera P. Esto puede verse en el grifico de la Fig. 12-43,
en el cual la curva () corresponde a sen w! y la curva (b) a sen 2wl. Aunque
es periddica, no es arménica simple.

Si sumamos a la ec. (12.73) términos de la forma sen 3wf, sen 4wl ...,
sen nwf, ... de frecuencias angulares 3w, 4w, ..., nw y periodos P(3, P[4, ...,
Pjn, ..., o si sumamos funciones cosenoidales de las mismas frecuencias, obten-
dremos un desplazamiento  que es periédico con periode P. Su forma exacta
depende del namero de funciones seno y coseno que sumemos, y de sus amplitudes
relativas.
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X

Fig. 12-48. Superposicién de dos MAS de frecuencia o y 2e.

AT

Asi vemos que sumando movimientos armonicos simples cuyas frecuencias son
multiples de una frecuencia fundamental y cuyas amplitudes sean seleccionadas
correctamente, podemos obtener casi cualquier funcién periédica arbitraria. Lo
inverso es también valedero, y constituye el leorema de Fourier, demostrado en

D

q
q
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Fig. 12-44. Analisis de Fourier de una funcién periddica.
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textos de matematicas. El teorema de Fourier establece que una funcién peri6-
dica f(f) de periodo P = 2=n/w puede expresarse como la suma

z = f(l) = a, + a, cos wi + a, cos 2wl + ... + a, cos nwl
+...+ b sen wt + bysen 2wt +...4 by sen nwt +. ..
(12.74)

que se conoce como serie de Fourier. La frecuencia w se denomina frecuencia fun-
damental y las frecuencias 2w, 3w, ..., nw, ... son las arménicas o sobretonos.

Nota sobre los coeficientes de Fourier: Los coeficientes a» y ba se obtienen me-
diante las expresiones

P P
a, = _11? J‘ f(ty dt, an = —12—)- J‘ (1) cos nwt dt,
0 0

P
ba = %— f f(0) sen not dt, (12.75)
1]

que se derivan en textos de matemdticas pero que el estudiante puede facilmente
obtener. Por ejemplo para obtener as, multiplicamos ambos lados de la ec. (12.74)
por cos nwt e integramos, todos los términos dan cero excepto an. Para b,, usamos
sen nwf. (Consultar G. B. Thomas, Cdlculo infinitesimal y geomelria analitica, ter-
cera edicion, Madrid: Aguilar, 1964, pag. 821).

El teorema de Fourier nos da aun otra razén del por qué de la importancia
del movimiento arménico simple. Aplicando el teorema de Fourier, cualquier
clase de movimiento peridédico puede considerarse como la superposicion de mo-
vimientos armonicos simples. En la Fig. 12-44 el movimiento periodico correspon-
diente a la curva mostrada esta analizado en sus componentes de Fourier, indi-
candose las primeras doce armoénicas. El teorema de Fourier también explica la
cualidad diferente del sonido producido por diferentes instrumentos musicales.
La misma nota o tono musical producido por un piano, una guitarra, y un oboe
suenan diferente a nuestros oidos a pesar del hecho de que los tonos tienen la
misma frecuencia fundamental. La diferencia es debida a la presencia de los
armoénicos o sobretonos con diferentes amplitudes relativas. En otras palabras,
el analisis de Fourier del sonido es diferente para cada instrumento,

El método de Fourier es 1til no s6lo para analizar curvas periodicas, sino tam-
bién para analizar curvas no periodicas. En el caso no periédico la curva se ex-
tiende desde — oo a + oo, y podemos suponer que este intervalo cubre un pe-
riodo. La diferencia esencial entre este caso y el explicado previamente es que
en lugar de analizar la curva en funcion de un espectro discrefo de frecuencias
w, 20, 3o, ..., no, ..., debemos analizarlo en funcion de un espectro confinuo
de frecuencias. La amplitud correspondiente a cada frecuencia estd dada por
una funcién llamada la transformada de Fourier dela curva analizada. Ilustraremos
un ejemplo, sin entrar en detalles matematicos.

Supongamos que una curva es descrita por la ecuacion T = A sen wyf en el
intervalo de tiempo de {, a £, siendo cero en todo el resto del tiempo, como se
indica en la Fig. 12-45. Fisicamente esto corresponde a la situaciéon en la cual
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x

un cuerpo se hace oscilar sibitamente en ¢ = ¢,
I T=A sen w,!

y se detiene subitamente en { = f,. Esto se de-
) nomina algunas veces un pulso.
0 t ty Si la curva se hubiera extendido desde — oo
‘ \/ a -+ oo, no hubiéramos tenido que hacer nin-
gun andlisis de Fourier ya que la curva hu-
biera sido una funcién armoénica de frecuencia
®o. Pero para anular la curva para { < {, 6
{ > {1, debemos aitadir otras frecuencias, de
modo que la serie resultante de Fourier sea cero en aquellas regiones. Luego un
pulso finito es la composicion de muchas frecuencias, aun si la fuente vibrante
tiene s6lo una frecuencia bien definida. Puede demostrarse que el perfil de la
amplitud como una funcién de w (o la transformada de Fourier) correspondiente
al pulso estd dada por la funcién

Fig. 12-45. Pulso oscilante li-
mitado.

sen Hw — w,) Al
Ho — o) Al

donde Af ={, —#. Este perfil de la amplitud se ilustra en la Fig. 12-46. Para
@ = wy, tenemos F(wy) = } AtA. Debido a que el numerador de la fraccion dentro
del paréntesis no es nunca mayor que uno, cuando la diferencia & — w, aumenta
en valor absoluto, el valor de F(w) disminuye en una forma oscilatoria. El rango
de los valores de w para los cuales F(w) es mayor que el 50 % de su valor para
® = w, corresponde aproximadamente a la condicién

F(w) = }AtA

T b3 T
— Al < — 6 —— — —.
Ho — o) A <3 A SO T % <y
Asi si llamamos Aw = 2r/ A, llegamos a la conclusién de que las unicas frecuencias
cuyas amplitudes son apreciables son aquellas en el rango Aw alrededor de Wgs
dado por
Aw Al ~ 2. (12.76)

Esto indica que cuanto mas corto es el intervalo de tiempo, mayor es el rango
de frecuencias requeridas para representar exactamente el pulso.

—_ —— e —

aN | [\
VAR VAR

Fig. 12-46. Analisis (o transformada) del pulso de la Fig. 12-45.
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Problemas

12.1 Una rueda de 30 cm de radio tiene
una manigueta en su borde. La rueda
gira a 0,5 rev s-! con su eje en posicién
horizontal. Suponiendo que los rayos del
sol incidan verticalmente sobre la tierra,
la sombra de la manigueta esta animada
de movimiento arménico simple. En-
contrar (a) el periodo de oscilacién de
la sombra, (b) su frecuencia y (c) su
amplitud. (d) Escribir las ecuaciones que
expresan su desplazamiento en funcién
del tiempo. Suponer la fase inicial cero.

12,2 Una particula se mueve con movi-
miento armdnico simple de amplitud
0,10 m ; y periodo 2 s. Hacer una tabla
indicando los valores de la elongacién,
la velocidad y la aceleracién para los
tiempos siguientes: { =0, P/8, 3P/8,
P/2, 5P/8, 3P/4, 7TP/8, y P. Representar
las curvas de elongacién, velocidad y
aceleracién, en funcién del tiempo.

12.3 Un oscilador arménico simple es
descrito por la ecuaeién

x = 4 sen (0,1t + 0,5)

donde todas las cantidades se expresan
en unidades MKS. Encontrar (a) la
amplitud, el perfodo, la frecuencia, y la
fase inicial del movimiento, (b) la velo-
cidad y la aceleracién, c) las condiciones
iniciales, (d) la posicién, velocidad y
aceleracién para { = 5 s. Hacer un gra-
fico de la posicién, velocidad, y acelera-
cién en funcién del tiempo.

12.4 Una particula estd situada en el
extremo de un vibrador que pasa por su
posicién de equilibrio con una velocidad
de 2 m s-1. La amplitud es de 10— m.
(Cudl es la frecuencia y el periodo del
vibrador? Escribir la ecuacién que ex-
prese su desplazamiento en funcién del
tiempo.
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12.5 Una particula cuya masa es de
1 g vibra con movimiento arménico
simple de 2 mm de amplitud. Su acelera-
¢ién en el extremo de su recerrido es de
8,0 X 10* m s-2, Calcular la frecuencia
del movimiento y la velocidad de la
particula cuando pasa por la posicién
de equilibrio y cuando ia elongacién es
de 1,2 mm. Escribir la ecuacién que
expresa la fuerza que actlia sobre la
particula en funcién de la posicién y
del tiempo.

12.6 Una particula oscila con una fre-
cuencia de 100 HZ y una amplitud de
3 mm. Calcular su velocidad y acelera-

cién en el centro y los extremos de su.

recorrido. Escribir la ecuacién que ex-
presa la elongacién como una funcién
del tiempo. Suponer que la fase inicial
es cero,

12.7 Una particula se mueve con movi-
miento arménico simple con amplitud
de 1,5 m y frecuencia de 100 ciclos por
segundo. ;Cudl es su frecuencia angular?
Calcular (a) su velocidad, (b) su acelera-
cién, y (c) su fase, cuando su desplaza-
miento es de 0,75 m.

12.8 El movimiento de una aguja de
una maquina de coser es practicamente
armoénico. Si su amplitud es de 0,3 cm
y su frecuencia es de 600 vib min-1,
(cudl sera la elongacién, la velocidad, y
la aceleracién un treintavo de segundo
después que pase por el centro de la tra-
yectoria (a) en un sentido positivo o
hacia arriba, (b) en un sentido negativo
o hacia abajo?

12.9 Un movimiento armdnico simple
tiene una amplitud de 8 cm y un periodo
de 4 s. Calcular la velocidad y la acelera-
¢ién 0,5 s después que la particula pase
por el extremo de su trayectoria.

12.10 En el Problema 12.2, calcular
las energias cinética, potencial y total
en cada instante, suponiendo que la
particula tiene una masa de 0,5 kg.
Observar que la energia total permanece
constante, Graficar las curvas de las
energias cinética y potencial (a) en fun-
cién del tiempo, (b) en funcién de la posi-
cién. (A qué conclusién llega?

12.11 Una particula cuya masa es de
0,50 kg se mueve con movimiento armé-

nico simple. Su perfodo es de 0,15 s y la
amplitud de su movimiento es de 10 cm.
Calcular la aceleracién, la fuerza, la ener-
gia potencial y la energfa cinética cuando
la particula estd a 5 cm de la posicién
de equilibrio,

12,12 Una particula de masa m se
mueve a lo largo del eje X bajo la accién
de la fuerza F = —kx. Cuando £ = 2 8,
la particula pasa a través del origen,
y cuando { =4 s su velocidad es de
4 m s-', Encontrar la ecuacién de la
elongacién y demostrar que la amplitud
del movimiento serda 32)2/x m si el
perfodo de oscilacién es de 16 s.

12.13 Una plancha horizontal oscila con
movimiento armdnico simple con una
amplitud de 1,5 m y una frecuencia
de 15 oscilaciones por minuto. Calcular
el valor minimo del coeficiente de fric-
cién a fin de que un cuerpo colocado
sobre la plancha no resbale cuando la
plancha se mueve.

12.14 Cuando un hombre de 60 kg se
introduce en un auto, el centro de gra-
vedad del auto baja 0,3 cm. ;Cuil es la
constante eldstica de los muelles del
auto? Suponiendo que la masa del auto
es de 500 kg, ;cual es su periodo de vi-
bracién cuando estd vacfo y cunando
el hombre estd dentro?

12.15 Un bloque de madera cuya den-
sidad con respecto al agua es p tiene
dimensiones a, b y ¢. Mientras esta flo-
tando en el agua con el lado a en la posi-
cioén vertical, se empuja hacia abajo y se
suelta. Encontrar el perfodo de la oscila-
cion resultante.

12.16 Una particula se mueve de modo
que sus coordenadas en funcién del
tiempo estin dadas por z =y, y =y,
sen of. (a) Representar z ey en funcién
del tiempo ¢ (b) Representar la trayec-
toria de la particula. (c) ;Qué fuerza
€s necesaria para producir este movi-
miento? (d) Encontrar las magnitudes
de la velocidad y la aceleracién en fun-
cién del tiempo.

12.17 Encontrar, para un movimiento
arménico simple, los valores de (x) ¥
(x*), donde los promedios se refieren al
tiempo.



12.18 Encontrar los valores promedio
de las energias cinética y potencial en
un movimiento armoénico simple con
relacién (a) al tiempo, (b) a la posicién,

12.19 El perlfodo de un péndulo es de
3 5. (Cual sera su perfodo si su longitud
(a) aumenta, (b) disminuye en un 60 9%?

12.20 Ei péndulo de un reloj tiene un
periodo de 2 s cuando ¢ = 9,80 m s-2%
Si la longitud se aumenta en 1 mm.
,Cuanto se habra atrasado el reloj des-
pués de 24 horas?

12.21 ;Cuanto se habra atrasado el reloj
del problema anterior después de 24
horas si se le coloca en un lugar donde
g = 9,75 m s—?sin cambiar la longitud del
péndulo? ;Cuil debe ser la longitud
correcta del péndulo a fin de mantener
el tiempo correcto en la nueva posicién?

12.22 ;Cuil debia ser el porcentaje de
cambio en la longitud de un péndulo
a fin de que tenga el mismo periodo
“cuando se le desplaza de un lugar en el
cual ¢ = 9,8 ms-? a un lugar donde
g = 9,81 ms-%¥

12.23 Encontrar el valor de la
amplitud de un péndulo simple de modo
que la ec. (12.15) del periodo sea correcta
en un 2 9,

12.24 Un péndulo cuya longitud es
de 2 m esta situado en un lugar en el
cual g = 9,8 m s-2. El péndulo oscila
con una amplitud de 2°, Expresar, en
funcién del tiempo, (a) su desplaza-
miento angular, (b) su velocidad angular,
(¢) su aceleracién angular, (d) su velo-
cidad lineal, (e) su aceleracién centripeta,
Yy () la tensién en la cuerda si la masa
en su extremo es de 1 kg.

12.25 Un péndulo de 1,00 m de largo
y cuya masa es de 0,6 kg se separa
de modo que esta situado a 4 cm sobre
la altura de equilibrio. Expresar, en
funcién de la altura del péndulo, la
fuerza tangencial a su trayectoria, su
aceleracién tangencial, su velocidad, y su
desplazamiento angular cuando se le
permite oscilar. Encontrar los valores
numéricos correspondientes al punto de
su amplitud maxima y al punto mas
bajo de la trayectoria del péndulo. En-
contrar su amplitud angular.
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12.26 EIl péndulo del problema anterior
se coloca de modo que forma un éngulo
de 30° con la vertical y luego se suelta.
¢Puede su movimiento considerarse ar-
monico simple ? Calcular (a) la acelera-
cién, (b) la velocidad, y (c) la tensién
en la cuerda cuando su desplazamiento
angular es de 15° y cuando pasa por el
punto de equilibrio.

12.27 Estimar el orden relativo de mag-
nitud de los dos primeros términos
correctivos en la serie del perfodo de un
péndulo simple si la amplitud es (a)
100 (b) 30e.

12.28. Reflriéndonos al péndulo del
ejemplo 12.7, encontrar el maximo valor
de R/l de modo que el término correctivo
en la expresién del péndulo no repre-
sente mas que el 1 %,.

12.29 Una varilla de 1 m de largo esta
suspendida de uno de sus extremos de tal
manera que constituye un péndulo com-
puesto. Encontrar el perfodo y la lon-
gitud del péndulo simple equivalente.
Encontrar el periodo de oscilacion si la
varilla se cuelga de un eje situado a una
distancia de uno de sus extremos igual
a la longitud del péndulo equivalente
previamente encontrada.

12.30 Un disco sd6lido de radio R puede
colgarse de un eje horizontal a una dis-
tancia h de su centro. (a) Encontrar
la longitud del péndulo simple equiva-
lente. (b) Encontrar la posicién del eje
para el cual el perfodo es un minimo.
(c) Representar el periodo en funcién
de h.

12.31 Una varilla de longitud L oscila
con respecto a un eje horizontal que
pasa por un extremo. Un cuerpo de igual
masa que la varilla estd situado sobre
la varilla 2 una distancia h del eje. (a)
Obtener el perfodo del sistema
en funcién de h y de L. (b) (Hay
alglin valor de h para el cual el periodo
es ¢l mismo como si no hubiera masa?

12.32 Un cubo sdlido, de lado a, puede
oscilar alrededor de un eje horizontal
coincidente con un borde. Encontrar su
periodo. :

12.33 Un péndulo de torsién consiste
de un bloque rectangular de madera de
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8 cm x 12 em X 3 ¢m con una masa
de 0,3 kg, suspendido por medio de un
alambre que pasa a través de su centro
y de tal modo que el lado mas corto es
vertical. El perfodo de oscilacién es de
2,4 s. ;Cudl es la constante de torsién k
del alambre?

12.34 Refiriéndonos a la Fig. 12-11,
demostrar que si K. es el radio de giro
con respecto a un eje paralelo que pasa
por el centro de masa de un péndulo
compuesto, la longitud del péndulo
simple equivalente es ! = (K2/b) + b.
[Sugerencia: Utilizar el teorema de
Steiner para relacionar el radio de giro
con el centrc de masa.]

12.35. Usando el resultado del pro-
blema precedente, demostrar que la lon-
gitud del péndulo simple equivalente a
un péndulo compuesto (seccién 12.6) es
la misma que la distancia entre el centro
de percusién (Problema 10.28) y el punto
de suspencién si el golpe se aplica en
el punto C.

12.36 Demostrar que si el péndulo com-
puesto oscila alrededor de 0’ (Fig. 12-11)
en lugar de O, su periodo es el mismo
y la longitud del péndule equivalente
permanece inalterable.

12.37 Encontrar la ecuacién del movi-
miento resultante de la superposicién
de dos movimientos arménicos simples
paralelos cuyas ecuaciones son x, = 6 sen
2ty , = 8 sen (2t + a), si « = 0, /2
Yy = Hacer un grifico de cada movi-
miento y del movimiento resultante en
cada caso.

12.38 Encontrar la ecuacién resultante
de la superposicién de dos movimientos
arménicos simples paralelos cuyas ecua-
ciones son :

z; = 2 sen (wt + =n/3)

y
x® = 3 sen (ol + n/2)

Hacer un grafico de cada movimiento
y del movimiento resultante. Represen-
tar sus respectivos vectores rotantes.

12.39 Encontrar la ecuacién de la tra-
yectoria del movimiento resultante de la
combinacién de dos movimientos armé-
nicos simples perpendiculares cuyas ecua-

ciones son r = 4 sen wf, ¢ y = 3 sen
(ol + @), cuando « = 0, /2, y n. Hacer
un grafico de la trayectoria de la par-
ticula para cada caso y seiialar el sentido
en el cual viaja la particula.

12.40 Eliminando la dependencia del
tiempo entre las ec. (12.30) y (12.31)
demostrar que la ecuacién de la ecuacién
de la trayectoria es

x*/A* + y*/ B®* — 2xy cos 3/A B = sen? s,

Demostrar que ésta es la ecuacién de
una elipse, con ejes haciendo un éngulo
con respecto a los ejes X — Y. [Suge-
rencia: Cualquier ecuacién de la forma
ar* + bry + cy® = k es una elipse
si b*—4dac < 0. Ver G. B., Cdlculo
infinitesimal y geomefria analitica, sec.
9-10.]

12,41 Demostrar que la elipse del pro-
blema 12.40 es recorrida en el sentido de
las agujas del reloj o en el sentido
contrario dependiendo de si 0 < 8§ < =«
0n < 8 < 2r,

12,42 Encontrar la ecuacién de la tra-
yectoria resultante de una particula
sometida a dos movimientos arménicos
simples perpendiculares, si /o, =1/,
Yy « =0, n/3 y n/2. En cada caso repre-
sentar la trayectoria y mostrar el sentido
en el cual es recorrida.

12.43 *Demostrar por sustitucién di-
recta en la ecuacibn de movimiento
(12.37) que las expresiones (12.38) son
las oscilaciones normales, siempre que
® = |k,/m,. Demostrar lo mismo para
las oscilaciones normales (12.40) si
o=}2k + k)/m,.

12.44 La energia potencial de interac-
cién entre dos dtomos en una molécula
diatdmica puede expresarse con buena
aproximacién por el potencial de Morse
E(r) = D[1 — e-%"™™]2, siendo D, a,
y 1o constantes caracteristicas de la mo-
lécula. (a) Hacer un grifico del potencial
Yy encontrar la posicién de equilibrio.
(b) Hacer un desarrollo en serie de po-
tencias de r—r, y determinar la relaciéon
del primer término anarménico al primer
término arménico. (c) Encontrar, en fun-
cién de D y a, la frecuencia de la vibra-
cion relativa de dos Atomos a baja



energia. [Sugerencia: Usar la ec. (M.23)
para desarrollar el exponente.]

12.45 Determinar el valor de A y «
en funcién de z, y. v, para un oscilador
amortiguado. Aplicar la solucién para
el caso cuando v, = 0.

12.46 Verificar, por sustitucion directa,
que cuando v > wy, la solucién de la
ec. (12.52) para un oscilador amortiguado
es T = Ae-+8* L Be-r-f¥  donde
p = Vy* — wl. Encontrar los valores de
Ay Bsit =0,x=zxyyv =0, Gra-
ficar en funcién de ¢

12.47 ;Qué sucede a la solucién de la
ec. (12.54) cuando y = w,? Verificar, por
sustitucién directa, que en este caso
la solucidn general de la ec. (12.52) es
x = (A + Bf)e*. Se dice entonces que
el oscilador esta amortiguado criticamente.
Encontrar A y B si, cuando ¢t =0,
T =y ¥ v = 0. Representar x en fun-
cién de L. ;Qué diferencia encuentra Ud.
entre este problema y el precedente?

12.48 Demostrar que en el movimiento
oscilatorio amortiguado la velocidad esta
dada por

v = A’e~” sen (wl + « + 3§),
donde A’ = Amo ytgd =—un/y.

12.49 Un péndulo simple tiene un pe-
riodo de 2 s y una amplitud de 20, Des-
pués de 10 oscilaciones completas su
amplitud ha sido reducida a 1,5°. En-
contrar la constante de amortigua-
miento v.

12.50 Encontrar los valores limites de
la amplitud y la fase de un oscilador
forzado con amortiguamiento cuando
(a) 7 es mucho menor que w, y (b) wy es
mucho mayor que , Determinar los
factores dominantes en cada caso.

12.51 Demostrar que en el oscilador
armonico forzado con amortiguamiento,
la potencia promedio de la fuerza apli-
cada es igual a la potencia promedio
disipada por la fuerza de amortigua-
miento.

12.52 Refiriéndose al péndulo del Pro-
blema 12.49, calcular la potencia nece-
saria para mantener las oscilaciones con
amplitud constante. La masa del péndulo
es de 1 kg.
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12.53 En el caso de un oscilador amor-
tiguado, la cantidad v = 1/2y se deno-
mina el tiempo de relajacién. (a) Veri-
ficar que tiene unidades de tiempo. (b)
(En cuanto ha variado la amplitud del
oscilador después de un tiempo +? (c)
Expresar, como una funcién de =, el
tiempo necesario para que la amplitud
se reduzca a la mitad de su valor inicial.
(d) ¢Cuales son los valores de la amplitud
después de tiempos iguales a dos, tres
veces, etc., el valor obtenido en (c)?

12.54 Suponer que para un oscilador
amortiguado * es muy pequeiio com-
parado con w,, de modo que la amplitud
permanece esencialmente constante du-
rante una oscilacién, (a) Verificar que
la energia del oscilador amortiguado
puede escribirse en la forma FE =
=dmeiAze-?* (b) La potencia promedio
disipada sera definida por P = —dE/dt.
Demostrar que P = 2yE = E/t. (¢) De-
mostrar que esta disipacién de potencia
es igual al trabajo promedio hecho por
la fuerza de amortiguamiento por unidad
de tiempo.

12.55 Demostrar que para un oscilador
forzado P = 3(Plres cuando la reac-
tancia es igual a la resistencia X =+ R
6 of — o} = +2yw;. La diferencia
(Aw),;» entre los dos valores de s para
esta situacién se denomina ancho de la
banda del oscilador y a la relacién @ =
= w/(Aw),;, se denomina el valor  del
oscilador. Demostrar que para pequeio
amortiguamiento (Aw)y, = 2y y por lo
tanto Q = wy/2y. [Sugerencia: usar las
ec. (12.70) y (12.71) con los valores apro-
piados de R y de Z.]

12.56 (a) Encontrar les valores pro-
medio de las energias cinética y potencial
de las oscilaciones forzadas de un oscila-
dor amortiguado. (b) Obtener la rela-
cion de la suma de estas energias y el
trabajo hecho por la fuerza aplicada
en un periodo. Este es un factor util
para indicar el funcionamiento de un
oscilador. Demostrar que para pequefio
amortiguamiento es igual a Q/2t. (Re-
cordar el Problema 12.55).

315_57 Escribir la ecuacién del movi-

miento de un oscilador arménico sintple
sin amortiguamiento al cual se le aplica
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la fuerza F = F, cos wsl. Verificar que
su solucién es

z = [ Fo/m(e} — w})] cos wyt.

Discutir la resonancia en este caso.

J7777777777272775722 207 AR 7 A A

ky ky

=

(a) (b)
Figura 12-47

12,58 Los moédulos de elasticidad de
los resortes en la Fig. 12-47 son, respec-
tivamente k; y ky. Calcular la constante k
del sistema cuando los dos resortes estdin
conectados como en (a) y (b).

12.59 Una particula se desliza hacia
adelante y hacia atrds entre dos planos
inclinados sin friccién. (a) Encontrar el
perfodo del movimiento si h es la altura
inicial. (b) {Es el movimiento oscilatorio?
(Es arménico simple?

12.60 Una particula de masa m situada
en una mesa horizontal lisa (Fig. 12-49)
est4 sostenida por dos alambres estirados
de longitud [, cuyos extremos estan fijos
en P, y P,. La tensi6n de los alambres
es T, Si la particula se desplaza lateral-
mente una cantidad z, pequefia com-
parada con la longitud de los alambres,
Yy luego se suelta, determinar el movi-
miento subsiguiente. Encontrar su fre-
cuencia de oscilacién y escribir la ecua-
cién de su movimiento. Suponer que la
longitud de los alambres y la tensién
permanecen inalterables.

12.61 La particula de la Fig. 12-50 se
encuentra bajo condiciones similares que
en el problema anterior, pero esta soste-
nida por dos resortes, cada uno de cons-
tante elastica k y longitud normal I,
Obtener la misma informacién solicitada

Figura 12-48

Figura 12-50
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Figura 12-51
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Figura 12-52

en el problema. anterior. Ndétese que
debemos tener en cuenta el alargamiento
de los resortes.

12.62 Repetir el problema anterior, su-
poniendo que el desplazamiento es a lo



largo de la linea P,P,, como en la fi-
gura 12-31.

12.63 Una particula de masa m esta
sometida a la fuerza mostrada en la fi-
gura 12-52 llamada una onda cuadrada;
i.e. la fuerza es constante en magnitud
pero invierte su direccién a intervalos
regulares de =/w. Esta fuerza puede re-
presentarse por la Serie de Fourier :

F = Fy(4/x)}(sen ol + % sen 3wt
+ {4 sen dSof + ....).

(a) Escribir la ecuacién de movimiento
de la particula. (b) Verificar, por sustitu-
cién directa que su solucién puede escri-
birse como x =a + bl 4+ A sen of +
+ B sen 3wl 4 Csen 5 wf +....donde
a y b son constantes arbitrarias, y deter-
minar los valores de los coeficientes A,
B, C,...., de modo que la ecuacién
del movimiento se satisfaga.

12.64 Un oscilador arménico simple de
frecuencia natural «, estd sometido a la
misma fuerza del problema precedente.
(a) Escribir su ecuacién de movimiento.
(b) Verificar, por sustitucién directa que
su solucién puede escribirse como r =
= a sen (wof + «) + A sen of + Bsen3
of + C sen Sol+ ...., donde 2 y « son
constantes arbitrarias, y determinar los
valores de los coeficientes A, B, C, ....,
de modo que las ecuaciones de movi-
miento se satisfagan.

12.65 Demostrar que la energia poten-
cial de un péndulo puede escribirse como
Ep = 2mgl sen® 30. Aplicando la ec.
(12.13) demostrar que

— a9
P=Vlyg Io do/) sen? 46, — sen? 19,

Esta integral no puede evaluarse en
términos de funciones elementales. En la
integral hacer la sustitucién sen 46 =
= sen 40, sen ¥, donde ¥ es una nueva
variable que varia de 0 a =/2 cuando
0 varia entre 0 v 0,. En seguida hacer
un desarrollo en series del radical resul-
tante, usando la ec. (M.22), e integrar
para obtener el desarrollo en serie de P
dado en la seccién 12.5.

12.66 Para el movimiento armoénico
simple Ep = 4 kr®. (a) Usar la ec.
(12.13) para obtener el periodo del MAS
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y verificar que el resultado concuerda
con la ec. (12.7). (b) Demostrar que la
ec. (8.34), con x, = 0 da

arc sen (r/A) = ol + «,

donde A?* = 2E/k, Verificar que con-
cuerda con la ec. (12.1).

12.67 Considerar una particula osci-
lante bajo la influencia del potencial
anarménico Eyp(x) = 4 kz* — 3axt,
donde a es positiva y mucho menor
que k. (a) Hacer un griafico esquemético
de Eyp(x). (Es la curva simétrica alre-
dedor del valor x = 07 En vista de la
respuesta anterior, jen qué direccién se
desplaza el centro de oscilacién a medida
que aumenta la energia? Espera Ud.
que x promedio sea cero. (b) Obtener
la fuerza como una funcién de x y hacer
un grafice esquematico. ;Cudl es el
efecto del término anarménico sobre la
fuerza?

12.68 Refiriéndonos al problema pre-
cedente, (a) escribir la ecuacién del
movimiento. (b) Probar como solucién

- r = Acoswl + Bcos2ul + x,,

donde los dos ultimos términos son los
resultados del término anarmdnico. (c)
LPuede esto ser una solucién exacta?
Despreciando todos los términos que in-
volucran productos de A y B o potencias
de B mayores que la primera, demostrar
que o =wy I, = aA2w] y B =
= —aA?6w), donde 0} = k/my « = a/m.
[Sugerencia: Usar la relacién trigono-
métrica cos® wf = 1/2(1 + cos 2ui).]

12.69 Repetir el Problema 12.67. Su-
poniendo que la energia potencial es

Ep(x) = tkxt — }axt,
Como antes, a es mucho menor que k.

12.70 Refiriéndonos al problema prece-
dente, (a) escribir la ecuacién del movi-
miento. (b) Probar como solucién z =
= A sen wl 4 B sen 3wt donde el ultimo
término es el resultado del término anar-
ménico. (c) ;Puede ésta ser una solucién
exacta? (d) Despreciando todos los tér-
minos que contengan productos de A
y B o potencias de B mayores que la
primera, demostrar que w;— 3aA%/4yB=
= aA%/4(%9w?* — w}) donde @y y « tienen
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la misma definicién que en el problema
12.68. [Sugerencia: Usar la relacién
trigonométrica sen® wf = % sen wt— %
sen 3 wt.]

12.71 Refiriéndonos a los Problemas
12.68 y 12.70, podemos encontrar los
valores * y (x?), donde los promedios
se refieren al tiempo y comparar los
resultados para el oscilador arménico
simple. (Recordar el Problema 12.71).

12.72  Aplicar los resultados del pro-
blema 12.70 al movimiento de un pén-
dulo simple reemplazando sen 6 en la
expresion de Fr dada al comienzo de la
seccién 12.5, por sus dos primeros tér-
minos en su desarrollo de serie (M.25)
obteniendo o ~x wy(l — 02/16) y 6 = 0,
sen of 4 (6,/192) sen 3wf. Del valor
de w, obtener directamente el resultado
del periodo P dado al final de la sec-
sién 12.5.



