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Fig. 10-1. (a) Movimiento de traslacién de un cuerpo rigido. (b) Movimiento de
rotacion de un cuerpo rigido.

10.1 Introduccion

Un cuerpo rigido es un caso especial e importante de los sistemas constituidos por
muchas particulas, esto es, un cuerpo en el cual las distancias entre todos sus
componentes permanecen constantes bajo la aplicacién de una fuerza o momento.
Un cuerpo rigido, por consiguiente, conserva su forma durante su movimiento.

Podemos distinguir dos tipos de movimiento de un cuerpo rigido. El movi-
miento es de fraslacion cuando todas las particulas describen trayectorias para-
lelas de modo que’las lineas que unen dos puntos cualesquiera del cuerpo per-
manecen siempre paralelas a su posicién inicial (Fig. 10-1a). El movimiento es
de rotacién alrededor de un eje cuando todas las particulas describen trayectorias
circulares alrededor de una linea denominada eje de rotacién (Fig. 10-1b). El eje
puede estar fijo o puede estar cambiando su di-
recciéon relativa con respecto al cuerpo durante
el movimiento.

El movimiento mas general de un cuerpo ri-
gido puede siempre considerarse como una com-
binacién de una rotacién y una traslaciéon. Esto
significa que siempre es posible encontrar un sis-
tema de referencia en traslacion pero no rotante
en el cual el movimiento del cuerpo parezca so-
lamente de rotacién. Por ejemplo, el movimiento
del cuerpo en la Fig. 10-2 que pasa de la posicion
1 a la posicién 2 puede considerarse como uno de
traslacion representado por el desplazamiento CC’,
que une las dos posiciones del centro de masa, ¥
uno de rotacién alrededor de un eje a través del
centro de masa C'.

De acuerdo a la ec. (9.9), M decm/dt = Fext, €l movimiento del centro de masa
es idéntico al movimiento de una particula cuya masa es igual a la masa del

Rotacién

Traslacion

Fig. 10-2, Movimiento gene-
ral de un cuerpo rigido.
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Fig. 16-8. Movimiento de un cuerpo rigide bajo la accién de la gravedad. El
centro de masa describe la trayectoria parabélica correspondiente a una particula
de masa M bajo una fuerza Mg, mientras el cuerpo rota alrededor del cm. Como
el peso esta aplicado en el cm, su momento alrededor de dicho punto es cero y el
momentum angular del cuerpo respecto del cm permanece constante durante
el movimiento,

cuerpo y sobre la cual actia una fuerza igual a la suma de todas las fuerzas ex-
ternas aplicadas al cuerpo. Este movimiento puede analizarse de acuerdo a los
métodos explicados en el capitulo 7 sobre la dindmica de una particula, y por
lo tanto no requiere de técnicas especiales. En este capitulo examinaremos el
movimiento de rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un eje que pasa ya
sea a través de un punto fijo en un sistema inercial o a través del centro de masa
del cuerpo. En el primer caso, se utiliza para discutir el movimiento la ec. (9.19),
dL[dl = (donde L y t se calculan ambos con respecto al punto fijo), mientras
que en el segundo caso, debe utilizarse la ec. (9.25) dLgm/dt = teM.

10.2 Momentum angular de un cuerpo rigido

Consideremos un cuerpo rigido que rota alrededor de un eje Z con velocidad angular
o (Fig. 10-4). Cada una de sus particulas des-

cribe una érbita circular con centro en el eje 7

Z. Por ejemplo, la particula A; describe un
circulo de radio R; = A;B; con una velogidad
Y; = o x i, siendo 7; el vector de posicién
con respecto al origen O (que se escogera como
un punto fijo de un sistema inercial o el centro
de masa del cuerpo). La magnitud de la veloci-
dad es v; = wr; sen 6; = wR;, en concordancia
con la ec. (5.48). Noétese que escribimos w y no
w; ya que la velocidad angular es igual para
todas las particulas de un cuerpo rigide. El
momentum angular de una particula 4; con
respecto al origen O es

Fig. 10-4. Momentum angular
Li = mr; x v de un cuerpo rigido rotante.
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Su direccion es perpendicular al plano determinado por los vectores 7; y v; y est4
situado en el plano determinado por r; y €l eje Z. Por consiguiente hace un 4n-
gulo =/2 — 6; con el eje de rotacién Z. La magnitud de L; es myrv;, y su compo-
nente paralela al eje Z es

Li; = (myryvy) cos (n/2 — 9;)
= my(ry sen 6;)(wR;) = mRiw,
resultado que es equivalente a la ec. (7.33) para una particula que se desplaza
en un circulo. La componente del momentum angular total del cuerpo rotante
a lo largo del eje de rotaciéon Z es
L, =L1z+Lzz+L3z+ con = Zily,
= (MR} + mR2 + mR2 + ... )o = (ZimiR})w. (10.1)
La cantidad |
I =mR} + myR} + mR2 + ... = Z;m;R} (10.2)

se denomina el momento de inercia de un cuerpo con respecto al eje de rotacion Z.
Dicho momento se obtiene sumando, para cada particula, el producto de su masa
multiplicado por el cuadrado de su distancia al eje. E1 momento de inercia es una
cantidad muy importante que aparece en muchas expresiones relacionadas con la
rotacion de un cuerpo rigido. Podemos, por lo tanto escribir la ec. (10.1) en
la forma

L, = Io. (10.3)
El momentum angular total del cuerpo es igual a
L=-L1+L2-[—La+ e n

y en general no es paralelo al eje de rotacion, ya que hemos indicado que los mo-
menta angulares individuales L; que aparecen en la suma no son paralelos al eje.

El estudiante se preguntara si para cada cuerpo hay algun eje de rotacion
para el cual el momentum angular total sea paralelo al eje. La respuesta es
afirmativa. Puede demostrarse que para cada cuerpo, sin importar su forma,

Fig. 10-56. Ejes principales de cuerpos simétricos.
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hay (por lo menos) tres direcciones mutuamente perpendiculares para las cuales
el momentum angular es paralelo al eje de rotaciéon. Estos ejes se denominan
ejes principales de inercia, y los momentos correspondientes de inercia, se llaman
momenlos principales de inercia, designados por I,, I, e I;. Designemos los ejes
principales, X,Y,Z,; ellos constituyen un sistema de referencia fijo en el cuerpo,
y, en general, rotan con respecto al observador. Cuando el cuerpo tiene alguna
clase de simetria, los ejes principales coinciden con algun eje de simetria. Por
ejemplo, en una esfera, cualquier eje que pasa a través de su centro es un eje
principal. Para un cilindro y, en general, para cualquier cuerpo con simetria cilin-
drica, el eje de simetria, asi como cualquier eje perpendicular a él, son ejes prin-~
cipales. Para un bloque rectangular los tres ejes principales son perpendiculares
a las superficies y pasan a través del centro del bloque. Estos ejes se ilustran
en la Fig. 10-5.

Cuando el cuerpo rota alrededor de un eje principal de inercia, el momentum
angular total L es paralelo a la velocidad angular @, que se encuentra siempre
a lo largo del eje de rotacién, y en lugar de la ecuacién escalar (10.3), la cual
es valida para la componente Z a lo largo del eje de rotacion, podemos escribir
la relacién vectorial

L =Io, | (10.4)

en la cual I es el momento principal de inercia correspondiente. Debemos insistir
que esta relacion vectorial es valida solamente para la rotaciéon alrededor de un
eje principal de inercia.

En el caso més general de rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un eje
arbitrario, el momentum angular L puede expresarse con relacion a los ejes prin-
cipales de inercia en movimiento X,Y,Z, (Fig. 10-6)
por la expresion '

L = syl 0z + Upglyp + Usgly0z, (10.5)

en la cual s, %, ¥ U, son los vectores unitarios
a lo largo de X, Y,y Z, y wzg wyy ¥ @y son las
componentes de @ con respecto a los mismos ejes.
En este caso, L y o tienen diferentes direcciones
como lo expresamos anteriormente. La ventaja de
utilizar esta expresion para L es que I,, I, e I, son
cantidades fijas que pueden evaluarse para cada
cuerpo. Sin embargo, ya que los vectores unitarios
Uz, U, Y Uy, Totan con el cuerpo, éstos no tienen
necesariamente una direccion constante, El estudian-
te puede verificar que la ec. (10.5) se reduce a la ec. Fig. 10-6. Ejes fijos en el
(10.4) en el caso de la rotacién alrededor de un eje Cuerpo y ejes fijos en el
Principal (dos de las componentes son nulas). laboratorio.

EJEMPLO 10.1. Calcular el momentum angular del sistema ilustrado de la Fig. 10-7,
el cual consiste de dos esferas iguales de masa m montadas sobre brazos conectados
& una chumacera y que rotan alrededor del eje Z. Despreciar la masa de los brazos.
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Zy Z

Figura 10-7

Solucién: En la Fig. 10-7 (a) tenemos un caso en el cual los dos brazos son perpen-
diculares al eje de rotaciéon Z. Cada esfera describe un circulo de radio R con velo-
cidad v = o R. El momentum angular de cada esfera con respecto a O es por con-
siguiente mR®w, y esta dirigido a lo largo del eje Z (recordar la Fig. 7-22). Por ello
el momentum angular total del sistema es L = 2mR2%w» y tiene su direccién a lo
largo del eje Z, de modo que podemos escribir en forma vectorial L = 2mR?w,
indicando asi que el sistema estd rotando alrededor de un eje principal. En realidad,
los ejes principales X,Y,Z, son como se muestra en la figura, y Z, coincide con
Z.* Notese que I = 2mR? es el momento principal de inercia alrededor del eje Z,,
¥ por ello la relacion L = I se cumple en este caso.

En la Fig. 10-7 (b) tenemos el caso en el cual los dos brazos forman un 4ngulo ¢
con el eje de rotacién Z, de modo que @ no es paralela a un eje principal. El radio
del circulo descrito por cada esfera es R sen ¢, de modo que la magnitud de sus ve-
locidades es, (R sen ¢)w. El momentum angular de cada esfera con respecto a O
es por consiguiente mR(Rw sen ¢) y esta dirigido perpendicularmente a la linea
que une las dos esferas y en el plano determinado por los ejes Z y X, El momentum -
angular total es la suma de los dos resultados ; esto es L = (2mR? sen ¢)w, y forma
un angulo n/2—4¢ con el eje de rotacién. En consecuencia, en este caso el sistema
no esta rotando con respecto a un eje principal como puede verse también de la
simetria del sistema. Nétese que el vector L estd rotando (o, como se dice algunas
veces, precesando) alrededor del eje Z a la misma velocidad del sistema.

La componente de L a lo largo del eje de rotacién es

Lz = L cos (x/2 — ¢) = (2mR?® sen?p)w,

en concordancia con la ec. (10.3), ya que I = 2m(R sen ¢)? es el momento de iner-
cia del sistema con respecto al eje Z.

10.3 Cdaleculo dei momento de inercia

Discutiremos ahora las técnicas para calcular el momente de inercia, ya que esta
cantidad se utilizar4 muy a menudo en este capitulo. En primer lugar notamos

* Debido a la simetria del sistema en consideracién, cualquier eje perpendicular a X, es un eje
printcipal.
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que un cuerpo rigido estd compuesto de un nu- Z
mero muy grande de particulas, de modo que \\
la suma en la ec. (10.2) debe reemplazarse por K
una integral, I = Xym;R? = [R?dm; o, si p es la N
densidad del cuerpo, dm = p dV de acuerdo con p® dm=pdV
la ec. (2.2), y '
I= J’ pR2 V. (10.6)

Si el cuerpo es homogéneo, su densidad es cons-
tante, y en lugar de la ec. (10.6) podemos escri-
bir I = pf R? dV. La integral se reduce asi a un
factor geométrico, igual para todos los cuerpos con
la misma forma y tamaiio. Notamos de la Fig. 10-8
que R2 =22 4 32, y, por consiguiente, el momento Figura 19-8
de inercia con respecto al eje Z es

Iz = f p(at + y?) dV. (10.7y

(Sugerimos que el estudiante escriba las relaciones correspondientes para I; e I;.)

Si el cuerpo es una placa delgada, como se muestra en la Fig. 10-9, notamos
que los momentos de inercia con respecto a los ejes X e Y pueden escribirse como
I, = [py?dV e I, = [pz2dV ya que la coordenada Z es esencialmente cero.
La comparacién con la ec. (10.7) muestra que en este caso

Iz =I£+ Iy!

resultado que es valido solamente para placas delgadas.

Figura 10-9 | ' Figura 10-10

Los momentos de inercia con respecto a los ejes paralelos estan relacionados por
una férmula muy simple. Sea Z un eje arbitrario y Z¢ un eje paralelo que pasa
& través del centro de masa del cuerpo (Fig. 10-10). Si a es la separacion entre
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los dos ejes, la siguiente relacién, denominada Teorema de Steiner, tiene lugar:
I = IC + Maz, (10'8)

donde I' e I¢ son los momentos de inercia del cuerpo con respecto a Z Y Zg, res~
pectivamente, y M es la masa del cuerpo. Para probar esta relacion, escojamos
los ejes XY cZc de modo que su origen se encuentre en el centro de masa C y
el eje Y se encuentre en el plano determinado por Z y Z. Los ejes XYZ se
escogen de modo que Y coincide con Y¢. El punto P es un punto arbitrario de]
cuerpo M. Entonces, notando de la Fig, 10-10 que P'A es perpendicular a Y
y PPA =z, CA =y, y OC = a, tenemos

Rt =2 4 i,
R =2+ (y + o
=a* + i + 2ya + o
= R% 4 2ya + 2.
Ahora el momento de inercia con respecto al eje Z es
I = XmR? = Xm(R% + 2ya + a?)
= ZmR% + 2a(Zmy) + a®Xm.

El primer término es justamente el momento de inercia I con respecto al eje Zg,
y en el uitimo término Zm = M, es la masa total del cuerpo. Por consiguiente

I =1I¢ 4 2a2my + Ma2, (10.9)

Para evaluar el término central recordamos de la ec (4.21) que la posicion del
centro de masa estd dada por yom = Zmy/Zm. Pero en nuestro caso ycy =0
ya que el centro de masa coincide con el origen C del sistema XY cZc. Luego
2Zmy =0, y la ec. (10.9) se reduce a la ec. (10.8), la cual queda asi demostrada.

El momento de inercia debe expresarse como el producto de una unidad de
masa y el cuadrado de una unidad de distancia. Asi en el sistema MKSC el mo-
mento de inercia se expresa en m?2 kg.

El radio de giro de un cuerpo es una cantidad K definida de modo que se cumpla
la siguiente relacion,

I=MK* o6 K=)IM, (10.10)

en la cual I es el momento de inercia y M la masa del cuerpo. El radio de giro
representa la distancia del eje a la cual se puede concentrar la masa del cuerpo
sin variar su momento de inercia. Es una cantidad ttil ya que puede determinarse,
para cuerpos homogéneos, enteramente por su geometria. Puede evaluarse facil-
mente y nos ayuda en el caleulo de los momentos de inercia.* La tabla 10-1 nos
presenta los cuadrados de los radios de giro de varias figuras geométricas.

* Para la técnica de calculo de momentos de inercia, ver cualquier libre de calculo ; por ejemplo_,
G. B. Thomas, Cdleulo infinitesimal y geomelria analitica, tercera edicién. Madrid : Agui-
lar, S. A., 1964, sec. 15.3.
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TABLA 10-1 Radio de giro de algunos simples

K? Eje K® Eje
Cilindro Varilla delgada
R L | S
2 12
R Disco
R L* = ¢
T T 12 2 |
v
4 o -l-lllll"‘l
at 4 b® Anillo
12
R2
Placa rectangular
2 2
P—%—E—b— Esfera
2R*
be 5
12

EJEMPLO 10.2. Calcular el momento de inercia de una varilla delgada homo-
génea con respecto a un eje perpendicular a la varilla y que pasa a través de (a)
un extremo, y (b) al centro.

Solucién: (a) Llamemos L la longitud de la varilla 4 B (Fig. 10-11) y S su seccién
recta, que supondremos muy pequeiia. Dividiendo la varilla en pequefios segmentos
de longitud dx, encontramos que el volumen de cada segmento es dV = Sdx y
la distancia de cada elemento al eje Y es R = x. Por lo tanto, usando la ec. (10.6)
con la densidad p constante, tenemos

L L
Ia= f px¥(S dr) = pS _[0 x¥*dx = 3pSL3.
0

Pero SL es el volumen de la varilla y pSL es su masa. Por consiguiente
Ia = {MLE,



304  Dindmica de un cuerpo rigido (10.3

Figura 10-11

Comparéndola con la ec. (10.10) nos da el radio de giro K® = iL*,

(b) Para calcular el momento de inercia con respecto al eje Yc que pasa a través
del centro de masa C, podemos proceder de tres maneras diferentes. Una manera
muy simple es suponer que la varilla estd dividida en dos, cada una de masa M
¥y longitud 4L, con sus extremos tocandose en C, Y usar el resultado anterior para
cada varilla. Luego

Ic = 2(H(3M)(FL)* = LML,

Otro método serfa proceder como antes para el extremo A, pero integrar de — 1L a
+ 3L, ya que el origen se encuentra ahora en el centro de la varilla, Dejamos esta
solucion para el estudiante, Un tercer método es aplicar el teorema de Steiner,
ec. (10.8), como sigue Ia = Ic + M(3L)?, ya que a = L. Por ello

Io = Ia—3IML? = AML2,

EJEMPLO 10.3. Calcular el momento de inercia de un disco homogéneo con res-
pecto a (a) un eje perpendicular que pasa por su centro, y (b) un eje que coincida
con un diametro. '

Solucion: (a) De la Fig. 10-12 vemos que la simetria del problema sugiere que usemos,
como elemento de volumen, un anillo de radio r y espesor-dr. Asf si llamamos h el
espesor del disco, el volumen del anillo es dV = (2rr) (dr)h = 2z=hr dr. Todos los
puntos del anillo se encuentran a una distancia r del eje Z. Por consiguiente, usando
la ec. (10.5), obtenemos

R R
I = J.O er¥(2rhr dr) = 2rph fo r3dr = inph R4,

Pero nR?h es el volumen del disco y M =
= p(rR%h) es la masa total del disco. Por ello

I =iMR?,

de modo que el radio de giro es K? = }RZ

(b) Para obtener los momentos de inercia
con respecto a los ejes X e Y, podemos pro-
ceder por integracién directa (se sugiere que
se utilicen como elementos de volumen pla-
cas paralelas o perpendiculares a los ejes de
coordenadas), pero la simretria del problema
permite un procedimiento mas simple. Obvia-
mente I; = I, en este caso, y por consi-
guiente, de la férmula para las placas delga-
das, tenemos I: = I, + Iy = 2I: y

Figura 10-12 I = 3I; = IMR?,
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10.4 Ecuacién de movimiento de la rolacién de un cuerpo rigido

En la ec. (9.21) establecimos una relacién entre el momentum angular total de un
sistema de particulas y el torque total de las fuerzas aplicadas a las particulas
cuando tanto el torque como el momentum angular se calculan con respecto a
un punto en reposo en un sistema inercial. Esto es,

dL

— =" (10.11)

donde L = X;L; es el momentum angular total y z = Zir; es el torque total
debido a las fuerzas externas. Obviamente esta ecuacién se cumple también para
un cuerpo rigido, el cual es un caso especial de un sistema de particulas. La
ec. (10.11) constituye asi la ecuacién basica para discutir el movimiento de rota-
cién de un cuerpo rigido. La aplicaremos primero al caso de un cuerpo rigido
que rota alrededor de un eje principal que tiene un punto fijo en un sistema
inercial. Por ello, de acuerdo a la ec. (10.4), L = Jo. El torque externo t debe ser
el torque con respecto al punto fijo sobre el eje principal. Luego la ec. (10.11)
se transforma en

d(lw) o

= (10.12)

Si el eje permanece fijo con respecto al cuerpo rigido, el momento de inercia
permanece constante. Entonces

I do _ T 6 Ia =1, (10.13)

dt

donde « = de/d! es la aceleracién angular del cuerpo rigido. La comparacién de
las ecs. (10.12) y (10.13) con las ecs. (7.14) y (7.15) sugiere una gran similaridad
entre la rotacion de un cuerpo rigido con respecto a un eje principal y el movi-
miento de una particula. La masa m es reemplazada por el momento de inercia I,
la velocidad © por la velocidad angular @, la aceleracién @ por la aceleracién
angular a, y la fuerza F por el torque z.

Por ejemplo, si ¢ =0, entonces la ec. (10.12) indica que Io = const, y si el
momento de inercia es constante, luego @ es también constante. Esto es, un
cuerpo rigido que rola alrededor de un eje principal se mueve con velocidad angular
constante cuando no se aplican torques exlernos. Esto puede considerarse como la
ley de inercia para el movimiento de rotacién. [Cuando el momento de inercia
es variable, en el caso de que el cuerpo no sea rigido, la condicion o = constante
requiere que si I aumenta (disminuye) entonces o disminuye (aumenta), un
hecho que tiene varias aplicaciones.]

En el caso de un cuerpo que no esté rotando alrededor de un eje principal,
tenemos aun de la ec. (10.3) que dL./dl =z, o, si la orientacién del eje es fija
con respecto al cuerpo de modo que I sea constante,

158 (10.14)
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Ya que el centro de masa C esta fijo, su aceleracién es cero y debemos tener
2FF —Mg— F =0 0 F’ =102,9N.

EJEMPLO 10.5. Encontrar la aceleracién angular del sistema ilustrado en la fi-
gura 10-14 para un cuerpo cuya masa es de 1 kg. Los datos para el disco son los
mismos que en el ejemplo 10.4. El eje ZZ’ est4 fijo y es un eje principal.

Solucién: Ya que la masa del cuerpo es de 1 kg, su peso es de mg = 9,8 N, el cual
tiene ¢l mismo valor que la fuerza F de la Fig. 10-13. Por ello uno estaria tentado
de considerar este caso como idéntico al anterior y suponer que los resultados son
Jos mismos. Sin embargo, esto no es cierto! La masa m, al caer, ejerce una fuerza F
hacia abajo sobre el disco, y por la ley de accién y reaccién el disco ejerce una fuerza
igual F pero hacia arriba sobre la masa m. Como la masa m est4 cayendo con mo-
vimiento acelerado, la fuerza total sobre ella no puede ser cero. Por ello F no es
igmal a mg, sino menor. Por consiguiente, el disco estd sometido a un torque menor.
La ecuacién de movimiento de la masa m es

mg — F = ma = mRa,

donde se ha utilizado la relacién a = Ra. La ecuacién de movimiento del disco
es Ian = FR 6 (ya que I = $MR?® F = }MRa. Eliminando F de estas ecua-
ciones, encontramos que la aceleracién angular es

o = mg
(m + M)R

la cual es menor que en nuestro resultado anterior. La aceleracién hacia abajo
de m es

= 1,80 rad s-%,

mg
m + M

la cual es menor que ¢ = 9,8 m s-%, el valor de caida libre. La fuerza F’ en los
soportes puede calcularse como en el ejemplo anterior.

a = Ra = = 0,90 ms-?%,

EJEMPLO 10.8. Determinar la aceleracién angular del disco de la Fig. 10-15, asf
como la aceleracién hacia abajo de su centro de masa. Suponer los mismos datos
que para el disco del ejemplo 10.4.

Solucion: El eje de rotacién es el eje principal
Z,Z;. Sin embargo, este problema difiere de los
ejemplos previos, en que el centro de masa del
disco no esta fijo, ya que el movimiento del dis-
co es similar a aquel de un yo-yo, y por consi-
guiente ahora debe utilizarse la ec. (10.15). La
rotaciéon del disco con respecto al eje Z,Z; esta
dada por la ecuacién Ia = FR, ya que el tor-
que del peso de Mg con respecto a C es cero.
Luego, con I = $MR? podemos escribir (des-
pués de canceldr el factor comiin R), F=4M Ra.

El movimiento hacia abajo del centro de
masa tiene una aceleracién a = Ra, y si toma-
mos en cuenta el hecho de que la fuerza resul-
tante externa es Mg — F, tenemos, usando la
ec. (9.9),

Mg— F = Ma = M Ra. Figura 10-561
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Eliminando la fuerza F entre esta ecuacién y la precedente, y notando que la
masa M se cancela, obtenemos de Ia ecuacién resultante o — 2g/3R = 13,16 rad §-%
La aceleracién hacia abajo de su centro de masa es q — Ra =39 = 6,53, m §-2
la cual es menor que la aceleracién de caida libre, y es independiente del tamarig
y de 1a masa del disco.

EJEMPLO 10.?. Calcular el torque necesario para que el sistema de la Fig. 10-7 (b)
rote con velocidad angular constante.

Solucién: En este caso la velocidad angular « con respecto al eje fijo Z no cambia,
¥ por lo tanto dw/dt = 0. Se derivan dos conclusiones inmediatas. Primero, sabe-
mos que el momentum angular total L — (2mR*® sen ¢) w permanece constante
en magnitud, y que la componente a Jo largo del eje Z, L, = (2mR? sen?¢)w es
también constante. Segundo, el torque respecto al eje Z, dado por v, = I dw/dl
es cero. Entonces a primera vista estariamos tentados en decir, que no se requiere
ningin torque para mantener el sistema en movimiento. Sin embargo, esto no es
cierto : el momentum angular L rota con el sistema con respecto al eje Z (esto se
denomina precesion, como se mencioné al final del ejemplo 10.1), Y se requiere un
torque para producir este cambio en la direccién de L. La situacién es enteramente
analoga a aquella encontrada en el movimiento circular uniforme: la velocidad
permanece constante en magnitud pero se requiere una fuerza para cambiar su
direccién.

Fig. 10-16. Rotacién de un cuerpo Fig.10-17. Precesién del momentum an-
alrededor de un eje arbitrario. gular del cuerpo flustrado en la Fig. 10-16.

El torque 7 debe quedar en el plano XY, ya que v, = 0. Debe ser también per-
pendicular al plano Z,Z, determinado por la direccién de L (o el eje Z 0 Y el eje Z
(Figs. 10-16 y 10-17), y debe tener la direccién del eje Y,. Esto puede verse en la
forma siguiente. La ecuacién (10.11), dL = 7 dt, indica que dL y T son vectores
paralelos (en el mismo sentido que dv y F son paralelos en el caso de una particula).
Pero, como L es constante en magnitud, dL es perpendicular a él, y lo es tam-
bién 7. Como el vector L mantiene un angulo constante x/2 — ¢ con el eje Z su
extremo se mueve sobre un circulo de radio AB = I, sen (/2 —¢) = L cos 4,
y dL es tangente al circulo. Esto implica a su vez que dL es perpendicular al plano Z,Z
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un resultado que difiere de la ec. (10.13) en que 1, se refiere a la componente de
torque externo total alrededor del eje de rotacion y no al torque total. En adicigp
a la componente z, del torque, pueden haber otros torques que se requieran parg
mantener el cuerpo en una posicion fija con respecto al eje de rotacion (ver
ejemplo 10.7).

Cuando el eje de rotacién no tiene un punto fijo en un sistema inercial, ng
podemos usar la ec. (10.11) y debemos calcular el momentum angular y el torque
con respecto al centro de masa del cuerpo. Asi debemos usar la ec. (9.25), 1a cual es

dLcu
dt

= TCM- (10.15)

Sila rotacién es alrededor de un eje principal, esta ecuacion se vuelve Io(dw/dl) =
TcM- Sizem =0, que es el caso cuando la tinica fuerza externa aplicada al cuerpo es
Su peso, entonces @ es constante (ver la Fig, 10-3).

EJEMPLO 10.4. Un disco de 0,5 m de radio Y 20 kg de masa puede rotar libre-
mente alrededor de un eje horizontal fijo que pasa por su centro. Se aplica una
fuerza F.de 9,8 N tirando de una cuerda atada alrededor del borde del disco. En-
contrar la aceleracién angular del disco y su velocidad angular después de 2 s.

Solucién: De la Fig. 10-13 vemos que las tinicas fuerzas externas sobre el disco son
su peso Mg, la fuerza hacia abajo F, y las fuerzas F’ en log soportes. El eje Z2Z’
es un eje principal. Calculando los torques con respecto al centro de masa C, en-
contramos que el torque del peso es cero. El torque combinado de las fuerzas F’
es también cero. Asi + = FR. Aplicando la ec. (10.4) con I = {MR*, tenemos que
FR = (4MR%a 6 F = {MRa, dando una aceleracién angular de

2F  2(9,8N)
MR (20 kg) (0,5 m)

= 1,96 rad s-¢

De acuerdo a la ec. (5.54), la velocidad angular después de 2 s si el disco partiera
del reposo es

o =oaf = (1,96 rad s-%) (2s) = 3,92 rad s-1,

Figura 10-13 Figura 10-14
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(o paralelo a Y,), lo cual significa que 7 lo sea también. Para encontrar la magnitud
de dL notamos de la Fig. 10-17 que

|dL| = A B d8 = (L cos ¢)w di,
ya que o = d6/dt. Igualando esto a « df e introduciendo el valor de L, encontramos que
t = (2mR? sen ¢ cos ¢)wd.

Es instructivo ver la necesidad fisica de este torque. De la Fig. 10-16 notamos que
las esferas, cada una de masa m, tienen movimiento circular uniforme y cada una
requiere una fuerza centripeta Fy = mw®R sen ¢ para describir el circulo de radio
R sen ¢. Estas dos fuerzas forman un par, cuyo brazo es 2R cos ¢. Luego el torque
del par es T = (mRow? sen 4) (2R cos 4), que coincide con nuestro resultado previo.
Asf, se necesita el torque para mantener las esferas en sus posiciones fijas con
respecto al eje de rotacién.
" Dejamos al estudiante la verificacién de que, en el caso sefialado Fig. 10.7 (a),
donde la rotaciéon es con respecto a un eje principal y a una velocidad angular
constante, este torque no es necesario. Por esta raz6én, para evitar torques trans-
versales como los del ejemplo anterior, las partes rotantes de cualquier mecanismo
deben montarse en ejes principales.

Un método alterno de solucién del problema seria encontrar las componentes de
L paralelas a los ejes fijos XYZ y obtener las componentes de T mediante la apli-
cacién directa de la ec. (10.11). Esto se deja como ejercicio para el estudiante
(Problema 10.50).

EJEMPLO 10.8. Analizar el movimiento general de un cuerpo rigide no s¢metido
a torques externos.

Solucién: En este ejemplo examinaremos el movimiento geaeral de un cuerpo ri-
gido cuando no se le aplican torques externos ; esto es, T = 0. Luego la ec. (10.11)
da dL/dt = 0 6 L constante. Por consiguiente, el momentu." angular permanece
constante en magnitud y direccién con respecto al sistema iner ~ial X YZ utilizando
por el observador.

Considerando que los torques de las fuerzas y los momentums angulares son
siempre calculados con respecto a un punto, debemos precisar con respecto a qué
punto el torque es cero. Hay dos posibilidades : una existe cuando el punto esta
fijo en un sistema inercial ; luego el momentum angular se calcula con respecto
a este punto. El otro caso ocurre cuando el torque con respecto al centro de masa
es cero. Este es, por ejemplo, el caso de una pelota pateada por un futbolista. Una
vez que la bola se encuentra en el aire, la tinica fuerza externa sobre ella es su peso
actuando en el centro de masa, y por consiguiente, no hay torque con respecto
al centro de masa. En esta situacién es el momentum angular con respecto al
centro de masa el que permanece constante. EI movimiento del centro de masa
no nos concierne, ya que se debe a la fuerza resultante externa y el movimiento
prosigue de acuerdo a la ec. (9.9). Es la rotacién con respecto al centro de masa
la que nos interesa.

En este ejemplo, utilizaremos L para designar el momentum angular ya sea con
respecto a un punto fijo o con respecto al centro de masa, y la discusién se aplica
por consiguiente a ambos casos. Supongamos primero que el cuerpo esta rotando
con respecto a un eje principal. Luego, se puede aplicar la ec. (10.4) y L = Io.
Por ello, si L = constante, entonces @ es también constante. Esto significa que el
cuerpo rota con velocidad angular constante con respecto a un eje fijo respecto
tanto al cuerpo como al observador.

Supongamos que el cuerpo no esta rotando con respecto a un eje principal. Luego
se puede aplicar la ec. (10.5) y el hecho de que L sea constante no implica que @
sea constante. Asf 1a velocidad angular del cuerpo est4 variando y el eje de rotacién
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no permanece fijo con respecto al observador quien ve que @ precesa alrededor de £,
El eje de rotacién con respecto al cuerpo no se encuentra tampoco fijo. La ecuya.
cién (10.5), que refiere L a los ejes principales X,Y,Z, da

L?* = INw}, + ol + IBel, = const

cuando L = constante. Esto expresa la condicién que deben cumplir las compo-
nentes de @ con respecto a los ejes principales X,Y,Z, Como los coeficientes L,

3 e I3 son positivos y constantes, esta es la ecuacién de un elipsoide, si cwazy, @y,
Y @z, se consideran como las coordenadas de un punto. Asf el extremo del vectop
@ debe quedar en este elipsoide (Fig. 10-18). Durante el movimiento, el vector ¢
cambia también en magnitud y direccidn con respecto al cuerpo y por ello el ex-
tremo del vector describe una trayectoria sobre la elipsoide, la cual se denoming
polhode (del griego : pdios, polo ; hodos, trayectoria).

El movimiento que acabamos de describir se encuentra en muchas situaciones
de importancia. Por ejemplo, las fuerzas ejercidas por el sol, la luna y los pPlane-
tas sobre la tierra estin practicamente aplicadas en el centro de masa y por ello
el torque con respecto al centro de masa es esencialmente cero (realmente hay un
pequeiio torque ; ver ejemplo 10.10). La tierra no es exactamente una esfera, sino
que tiene ligeramente la forma de una pera, y no estd rotando actualmente con
respecto a un eje principal. Por consiguiente, su eje de rotacién no est4 fijo a la tierra,

T I 2 T A
!
- 07,20 5 ~
% 2,
7R 1931,0
/
AT S XY (%80
55
W g 34,933,0
4 6 9
(7,00 Y
¢ 9
6 7o
_ +07%,10 4 8 -
5 i 4
Fig. 10-18. Descripcién
del movimiento rigido.
La trayectoria descrita +0/7,20 - g 7 —
por el extremo del vec- | 1 , | o
tor velocidad angular, H07,20 +07,H0 074,00 —07,10  —077,20
con respecto a ejes fijos _
en el cuerpo, es el pol- Fig. 10-19. Polhode del eje de rotacién de la tierra
hode. en el perfodo 1931-1935.

En la Fig. 10-19 se ilustra el polhode del eje de rotacién de la tierra, el cual mues-
tra la trayectoria seguida por la interseccién norte del eje de rotacién durante el
perfodo de 1931 a 1935. Debido a que intervienen otros factores, la forma de la
curva es algo irregular, pero el didmetro de la curva nunca excede los 15 m y el
periodo de revolucién del eje es de aproximadamente 427 dfas. )

El movimiento de rotacién de una pelota de balompié después de haber S_)ldo
golpeada es otro ejemplo del cambio en el eje de rotaciéon de un cuerpo rigido libre
de torques, ya que, en la mayor parte de los casos, el momentum angular de la pe-
lota no sé encuentra a lo largo de uno de sus ejes principales.
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10.5 Energia cinética de rotacion

En la seccién 9.5 definimos la energia cinética de un sistema de particulas como

Hemos visto en la seccién 10.2 que, en el caso de un cuerpo rigido rotando con
respecto a un eje con velocidad angular o, la velocidad de cada particula es
v; = wR;, donde R; es la distancia de la particula al eje de rotacion. Luego

Ep = Zmp} = Zidm;Riw?® = HZm;Ri)o?
o, recordando la definicién (10.2) del momento de inercia
- E, = }1o?. (10.16)

La expresion (10.16) es correcta para cualquier eje aun si no fuera principal, ya

que la magnitud de la velocidad es siempre »; = wR;, como puede inferirse de

la discusion de la seccién 10.2. Cuando la rotacién es con respecto a un eje prin-
cipal, podemos utilizar la ec. (10.4) y escribir

L2

Ey =—. 10.17

= (10.17)

Podemos obtener otra expresién mas general que (10.17) de la energia cinética

utilizando las componentes de @ a lo largo de los ejes principales XoYoZ, El

resultado, que no derivaremos, es

Ey = (I wiy + Lywhy + Is0y)-

Utilizando las componentes de L a lo largo de X,Y,Z, de acuerdo con la ec. (10.5),
podemos escribir

Ek=i(L‘2‘°-+L5°+L3°),
2\, T, T

expresion que se reduce a la ec. (10.17) para la rotacién con respecto a un eje
principal. De especial interés, particularmente en la discusién de las rotaciones
moleculares, es el caso cuando el cuerpo tiene simetria de revoluciéon, digamos
con respecto a Z; de modo que I, = I,. Luego

1
Ek=-—2—[

1 1
L g+ L + 1+ )

1 3

que puede escribirse en la forma alterna

E;

2 11
_Eil"+2(

LRIEAPY
IS Il °
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Consideremos ahora el caso general en el cual el cuerpo rigido rota con respectq
a un eje que pasa a través del centro de masa y al mismo tiempo tiene un mo-
vimiento relativo de traslacién con respecto al observador. Como demostramog
en el ejemplo 9.8, la energia cinética de un cuerpo en un sistema inercial de refe.
rencia es Ey = $Mvy + Eycm, en donde M es la masa total, ey es la velo.
cidad del centro de masa, y Ey ey es la energia interna respecto al centro de masa,
En el caso de un cuerpo rigido, $MvZy es justamente la energia cinética de tras-
lacién, y por consiguiente, Ej cy debe ser la energia cinética de rotacion cop
respecto al centro de masa, calculada con la ayuda de la ec. (10.16). Esto es cierto
ya que, en un cuerpo rigido, el centro de masa esta fijo en el cuerpo, y el dnico
movimiento que el cuerpo puede tener con respecto a su centro de masa es de
rotacién. Por consiguiente, podemos escribir

Er = Moy + 3 co?, (10.18)

en la cual I es el momento de inercia con respecto al eje de rotacién que pasa
a través del centro de masa.

Ya que la distancia entre las particulas de un cuerpo rigido no cambia durante
el movimiento, podemos suponer que su energia potencial interna E, j, perma-
nece constante y, por consiguiente, no tenemos que considerarla cuando explica-~
mos el intercambio de energia del cuerpo con sus alrededores. En concordancia,
la conservacién de la energia expresada por la ec. (9.35) de un sistema de parti-
culas se reduce, en el caso de un cuerpo rigido, simplemente a

Ep — Ex g = Wexy, (10.19)

donde Wy es el trabajo de las fuerzas externas. Si las fuerzas externas son con-
servativas, tenemos

Wext = (Ep,g — Ep)ext, (10.20)

donde Ep, ex¢ es la energia potencial asociada con las fuerzas externas, y la ec. (10.19)
se convierte en (dejando de lado el subindice “ext” de la energia potencial),

Ey + Ep = (Ex + E,), (10.21)

Este resultado es similar a aquel de una particula expresado por la ec. (8.29),
Y €s una situacion especial de la ec. (9.36) para el caso en el cual la energia poten-
cial interna no cambia. (Debe recordarse que hemos expresado que esta falta de
cambio tiene siempre lugar cuando se trata de un cuerpo rigido). Asi llamamos
E = Ex + Ejp la energia total de un cuerpo rigido. Cuando utilizamos la ec. (10.18)
para Ey, la ec. (10.21) para la energia total del cuerpo rigido toma la forma

E = {Muvcy + $Icw® + E, = const.

Por ejemplo, si el cuerpo est4 cayendo bajo la accion de la gravedad, E, = Mgy,
en la cual y se refiere a la altura del cm del cuerpo con respecto a un plano horl-
zontal de referencia, y la energia total es

E = iMuoty + $Icw? + Mgy = const. (10.22)
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Si algunas de las fuerzas no son conservativas (en el sentido discutido en la sec-
ci6n 8.12), debemos escribir, en lugar de la ec. (10.20),

Wext = Ep,o — Lp + W';

donde W’ es el trabajo de las fuerzas externas no conservativas. La ec. (10.21)
se expresa ahora como

(Ex + Ep) — (Ex + Ep)y = W', (10.23)

Esta expresién debe usarse, por ejemplo, cuando actiian fuerzas de friccion ade-
més de las fuerzas de gravitacién.

EJEMPLO 10.9. Una esfera, un cilindro y un aro, todos del mismo radio ruedan
hacia abajo sobre un plano inclinado partiendo de una altura y,. Encontrar en cada
caso la velocidad con la que llegan a la base del plano.

Solucién: La figura 10-20 muestra las fuerzas que actian sobre el cuerpo rodante.
Ellas son el peso Mg, la reaccién N del plano, y la fuerza de friccién F en el punto
de contacto con el plano. Podriamos aplicar el mismo método utilizado en el ejem-
plo 10.5 (y recomendamos que el alumno lo haga). En su lugar, ilustraremos la
solucién aplicando el principio de conservacién de la energia, expresado por
la ec. (10.22).

En el punto de partida B, cuando el cuerpo se encuentra en reposo a una altura y,,
su energia total es E = Mgy, En cualquier posicién intermedia, el centro de masa
se mueve con una velocidad de traslacién v y el cuerpo rota con respecto al centro
de masa con velocidad angular «, estando ambas relacionadas en este caso por
p = Rw. La energia total es por consiguiente

E = $Mp* + ce* + Mgy = $+Mo* + ¥(Ic/R*p* + Mgy.

Escribiendo el momento de inercia como Ic = MK?, donde K es el radio de giro
de acuerdo con la definicién (10.10), podemos expresar la energia total como

E=m(1+Z )+ u
= % +—R';U+ gy.

Igualando esta expresién de la energia a la energia inicial E = Mgy, obtenemos
la siguiente expresién

29(yo— 1Y)

P = (RYRY

Si, en lugar de un cuerpo rigido rodante,
tuviéramos un cuerpo que resbhalara sobre el
plano, no tendriamos que incluir la energia
rotacional, y el resultado serfa v* = 2¢(y,—¥),
igual que para una particula simple. Vemos
asi que el movimiento de rotacion hace que
el movimiento de traslacién sea mas lento.
Podemos entender esto si comprendemos que
en un cuerpo rodante la energia potencial
inicial debe utilizarse para producir tanto
energia cinética de rotacién como de tras- Fig. 10-20. Rodamiento de un
lacién. Por el contrario, cuando el cuerpo se cuerpo a lo largo de un plano.
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desliza sobre el plano, toda la energia potencial inicial se transforma en energia
cinética de traslacién.

Refiriéndonos a la tabla 10-1, vemos que K% R? es igual a % para la esfera, 3
para el disco y 1 para el aro. Por consiguiente, encontramos que p? es igual a ¥ ¢
(y—y,) para la esfera, 3g(y—y,) para el cilindro y 9(y—1Yy,) para el aro. En otras
palabras, la esfera es la mas veloz, luego le sigue el cilindro y finalmente el aro.
Examinando la geometria de los cuerpos, jpodria el estudiante haber adivinado
este resultado?

Un resultado interesante derivado de la expresién de v? es que la velocidad de
un cuerpe que desciende sobre una pendiente no depende de la masa o de las di-
mensiones del cuerpo, sino solamente de la forma.

10.6 Movimiento giroscépico

Como se indicé en la seccion 10.4 la ecuacion dL/dt = ¢ implica que en la ausencia
de un torque externo 7, el momentum angular I del cuerpo permanece constante.
Si el cuerpo estd rotando con respecto a un eje principal L = Iew y, como se
explico antes, el cuerpo seguird rotando con respecto a dicho eje con velocidad
angular constante.

Este hecho se ilustra mejor por el giréscopo (Fig. 10-21), el cual es un instrumento
que permite montar una rueda giratoria de modo que el eje puede cambiar libre-
mente de direccion. La rueda G estd montada sobre la varilla horizontal AB y
es balanceada por un peso W de modo que el torque total alrededor de O es cero.
La varilla AB puede moverse libremente, tanto con respecto al eje X, como al
eje Z, y la rueda estd rotando (o girando) rapidamente alrededor del eje Y,;
estos son los ejes principales del giroscopio. Por consiguiente, el momentum
angular del sistema es paralelo al eje Y, cuando este eje estd fijo en el espacio.
Si desplazamos el giroscopio alrededor del laboratorio notamos que AB siempre

Fig. 10-21. Giréscopo no sometido a Fig. 10-22, El eje de rotacién de un gi-

ningun torque. réscopo no sometido a torques permanece
fijo en el espacio, y por consiguiente, rota
con respecto a la tierra.
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Pig. 10-28. Girdscopo sujeto a un tor- Fig. 10-24. Precesiéon del eje del gi-
que externo. réscopo. :

sefiala en la misma direccién. Colocando el eje del giroscopio de modo que AB
sea horizontal y senale en la direccion este-oeste (posicion 1 de la Fig. 10-22,
donde N representa el polo norte de la tierra y la flecha indica la velocidad angu-
lar de la rueda), observaremos que AB gira gradualmente de modo que después
de 6 horas se encuentra en una posicion vertical (posicion 4 de la Fig. 10-22).
Esta rotacién aparente de AB se debe en realidad a la rotacion de la tierra, y
mientras que nuestro laboratorio se desplaza del 1 al 4, la orientacién de AB
permanece fija en el espacio.

Si el torque aplicado al giroscopo no es cero, el momentum angular experimenta
un cambio en el tiempo df dado por

dL =z dl. (10.24)

En otras palabras, el cambio en el momentum angular tiene siempre la direccion
del torque (en la misma manera que el cambio de la cantidad de movimiento
de una particula tiene la direccion de la fuerza), una situaciéon que ya hemos
encontrado en el ejemplo 10.7. De hecho, la discusién que a continuacién sigue
guarda una gran semejanza con aquella del ejemplo 10.7, pero hay una diferencia
fundamental: aqui el momentum angular proviene principalmente del espin del
giréscopo, mientras que en el sistema de la Fig. 10-16 el momentum angular
provino de la rotacion alrededor del eje Z, sin ningun espin.

Si el torque es perpendicular al momentum angular L, el cambio dL es también
perpendicular a L y el momentum angular cambia de direccién pero no de mag-
nitud. Esto es, el eje de rotacion cambia de direccién pero la magnitud del mo-
mentum angular permanece constante. Como dijimos en el ejemplo 10.7, esta
situacion es similar al caso del movimiento circular bajo una fuerza centripeta,
en la cual la fuerza es perpendicular a la velocidad y la velocidad cambia de
direccién pero no en magnitud. El movimiento del eje de rotacién alrededor
de un eje fijo debido a un torque externo se llama precesién, como se indico pre-
viamente en el ejemplo 10.7.
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Esta situacion se encuentra, por ejemplo, en el trompo comin, un juguete
que es una especie de giroscopio (Fig. 10-23). Notese que para el trompo el eje
principal X, se ha tomado en el plano XY, y por ello Y, queda en el plano de-
terminado por Z y Z,. Debido a la simetria cilindrica del trompo, los ejes prin-
cipales X,Y,Z, no estdn girando con velocidad angular w. El origen de ambos
sistemas de coordenadas se ha escogido en el punto O, el cual esta fijo en un sis-
tema inercial de referencia. Por ello, tanto L como 7 deben calcularse con respecto
a 0. Cuando el trompo rota .alrededor de su eje de simetria 0Z, con velocidad
angular @, su momentum angular L es también paralelo a 0Z,. El torque ex-
terno t se debe al peso Mg que actua en el centro de masa C y es igual al pro-

ducto vectorial (OC) x (Mg). El torque t es, por consiguiente, perpendicular
al plano Z,0Z, y por lo tanto también perpendicular a L. En magnitud,

T = Mgb sen ¢, (10.25)

donde ¢ es el dngulo entre el eje de simetria Z, y el eje vertical Z, y b =0Cda
la posiciéon del centro de masa.
Como se indic6 en la Fig. 10-24, en un pequeiio intervalo df el vector I cambia

de la posicion OA a la posicion OB, siendo su cambio AB — dL, paralelo a 7.
El extremo del vector L describe un circulo alrededor de Z de radio AD — 0A
sen ¢ = L sen ¢, y en un tiempo df el radio AD se desplaza en un &ngulo d6 a
la posicién BD. La velocidad angular de precesién Q se define como la veloci-
dad a la cual el eje del cuerpo 0Z, rota alrededor del eje OZ fijo en el labora-
torio; esto es,

do

0=— (10.26)

y estd representado por un vector paralelo a 0Z. La magnitud de dL es

[dL{ = AD d6 = (L sen ¢) (Q di).

" Z plecesitn Pero de }a ec. (10.24) tenemos que [dL| = z dL.

Zo K—b Luego, igualando ambos resultados, podemos
escribir

\" QL sen ¢ =t (10.27)

») Nutacion
A

o, usando la ec. (10.25) para el torque, obte-

nemaos
 Trayectoria de Z,

)
\ } . . .
Notando la orientaciéon relativa de los vecto-
X res £2, L y t en la Fig. 10-24, vemos que la ec.
(10.27) puede escribirse en la forma vectorial

T Mgb

Q) = =
L sen ¢ Iw

(10.28)

Fig. 10-25. Precesién y nuta-
cion .del eje del giréscopo. 2x L=r, (10.29)
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la cual es una expresion muy util. Debia compararse con la expresién similar
o x p = F para el movimiento circular, dada por la ec. (7.30), ya que ambas
representan la misma relacion matematica entre los vectores involucrados.

Los resultados (10.27) y (10.28) son aproximados. Son vilidos si w es muy
grande en comparacién (, una situacién compatible con la ec. (10.28). La razén
es que si el cuerpo estd precesando alrededor de OZ tiene también un momentum
angular alrededor de dicho eje y, por consiguiente, su momentum angular no
es Io, como supusimos, sino que la velocidad angular resultante es @ - £2. Sin
embargo, si la precesion es muy lenta (esto es si Q es muy pequeia comparada
con o), el momentum angular con respecto a OZ puede despreciarse, como im-
‘plicitamente lo hicimos en nuestros calculos. Nuestra derivacion es entonces
aplicable.

Una discusién mas detallada indica que en general el dngulo ¢ no permanece
censtante, sino que oscila entre dos valores fijos, de modo que el extremo de L,
al mismo tiempo que precesa alrededor de Z, oscila entre los dos circulos C'y ¢/
(Fig. 10-25), describiendo la trayectoria indicada. Este movimiento oscilatorio del
eje Z' se denomina nulacién. La nutacién, al igual que la precesion, contribuye
al momentum angular total, pero en general, su contribucién es ain menor que
la de la precesién.

Los fenémenos giroscopicos tienen amplia aplicacion. La tendencia de un
giréscopo a mantener el efe de rotacién fijo en el espacio es un principio el cual
es utilizado en la estabilizacion a bordo de los barcos y en los pilotos automa-
ticos de los aviones. Otro ejemplo interesante del movimiento giroscopico es la
precesion de los equinoccios, como se discuti6 en la seccion 2.3. El plano del Ecua-
dor hace un 4ngulo de 23° 27’ con el plano de la érbita terrestre o ecliptica. La
interseccion de los dos planos es la linea de los equinoccios. La tierra es un giros-
copio gigante cuyo eje de rotacion es esencialmente la linea que pasa a través de
los polos norte y sur. Este eje estd precesando alrededor de la normal al plano .
de la ecliptica en la direccion este-oeste, como se indica en la Fig. 10-26, con un

“periodo de 27.725 afos o con una velocidad angular de precesién alrededor de
50,27’ de arco por afio, 6 7,19 x 10~ rad s~'. Esta precesién del eje de la tierra
da lugar a un cambio igual en la direccion de la linea de los equinoccios, un efecto
que fue descubierto alrededor del afio 135 A.C. por Hiparco.

La precesion’ de los equinoccios se debe al torque ejercido sobre la tierra por
el sol y la luna. La tierra no es una esfera pero se aproxima a un elipsoide, con el
didmetro mayor en el plano ecuatorial (realmente la tierra tiene la forma de
una pera). Calculos detallados han mostrado que esta forma geométrica, com-
binada con la inclinacién del eje de la tierra respecto a la ecliptica, dan como
resultado que las fuerzas ejercidas por el sol y la luna sobre la tierra tengan un
torque resultante respecto al centro de masa de la tierra. La direccion del torque
es perpendicular al eje de la tierra. El eje de rotaciéon de la tierra debe entonces
de precesar bajo la accién de este torque. En el capitulo 15 veremos que un efecto
similar (aunque las razones fisicas son diferentes) est4 presente cuando una par-
ticula cargada, tal como un electrén o un protén, se mueve en un campo magné-
tico. El eje de la tierra experimenta también una nutacién con una amplitud
de 9,2 y un periodo de oscilaciéon de 19 afios.
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Normal a la ecliptica N

/ Eje de rotacion
de la tierra

-l

Precesion del eje /”
de la tierra \\

“-Plano de la
ecliptica

23°27/
Linea de los
equinoccios

“— Plano del ecuador

S

Fig. 10-26. Precesién del eje de rotacion de la tierra.

Otra aplicacién del movimiento giroscépico, también asociada al movimiento
de la tierra, es el compds giroscépico. Supongamos que tenemos un giréscopo en
la posicién G de la Fig. 10-27, donde la flecha 1 indica el sentide de rotacién de Ia
tierra. El giréscopo est4 situado de modo
que su eje debe conservarse en la posi-
cion horizontal. Esto puede lograrse si el
giréscopo flota en un liquido. Supon-
gamos que inicialmente el eje del giros-
copo sefiala en la direccion E-W. Cuando
la tierra rota el plano horizontal y la di-
reccion E-W rotan de la misma manera.
Por consiguiente, si el eje del giréscopo
fuera mantenido en la direccion E-W,
el eje tendria que rotar como lo indica
la flecha 2. Pero ello es equivalente a
aplicar un torque en la direccién sur-
norte. Por lo tanto, el eje del gir6scopo,
bajo la accién de este torque girara alre-
dedor de la vertical hasta que senale el
norte, como indica la flecha 3. La bri-
jula giroscopica tiene la ventaja especial
de sefialar hacia el norte verdadero, ya
que no estd sujeta a anomalias magné-
ticas locales.

Fig. 10-27. Brujula giroscépica.

EJEMPLO 10.10. Estimar la magnitud del torque que debe ejercerse sobre la
tierra a fin de producir la precesién observada de los equinoccios.
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Solucién: Utilizando la ec. (10.27) tenemos que v = QL sen ¢, donde
¢ = 23027’ y Q=719 x 101 rad s-1

es la velocidad angular de precesién de la tierra, Debemos primero calcular el
momentum angular de la tierra. Ya que el eje de rotacidn de la tierra se desvia lige-
ramente de un eje principal, podemos utilizar la relaciéon L = Iw. El valor de o
fue dado en el ejemplo 5.11 como 7,29 X 10-% rad s-1. El momente de inercia de
la tierra, de la tabla 10-1, suponiendo que la tierra es esférica, es

I = #MR?® = (5,98 x 10* kg) (6,38 x 10° m)?
= 9,72 x 10¥ m* kg.
Luego v = 2,76 x 10* N m,

TABLA 10-2 Comparacién entre 1as dindmicas de traslacién y rotaeidén

o Traslacién Rotacién
Mt;mentum lineal p =mv Momentum angular L = Jo*
Fuerza F = dp/dt Torque T = dL/di
Cuerpo de masa Cuerpo de momento de

constante F = ma - inercia constante T = Ja*
Fuerza perpendicular Torque perpendicular

al momentum F=0xp al momentum angular T = ) x L
Energia cinética Er = my? Energia cinética Ry = 3 In?
Potencia P =F-v Potencia P=t0

* Las férmulas marcadas con un asterisco son vilidas solamente para la rotacién
alrededor de un eje principal.
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Problemas

10.1 Una varilla delgada de 1 m de
largo tiene una masa despreciable. Se
colocan 5 cuerpos a lo largo de ella
cada uno con una masa de 1,00 kg,
y situados a 0 cm, 25 em, 50 ¢cm, 75 cm
y 100 cm de uno de sus extremos, Calcu-
lar el momento de inercia del sistema
con respecto a un eje perpendicular a la
varilla, el cual pasa a través de (a) un
extremo, (b) la segunda masa, (c) el
centro de masa. Calcular el radio de giro
en cada caso. Verificar el teorema de
Steiner.

10.2 Resolver el problema anterior ;
esta vez cuando la masa de la wvarilla
es de 0,20 kg.

10.3 Tres masas, cada una de 2 kg,
estan situadas en los vértices de un
tridngulo equilatero cuyos lados miden
cada uno 10 cm. Calcular el momento
de inercia del sistema y su radio de giro
con respecto a un eje perpendicular al
plano determinado por el tridngulo y que
pase a través (a) de un vértice, (b) del
punto medio de un lado, (c) del centro
de masa.

10.4 Demostrar que el momento de
inercia de un sistema constituido por
dos masas m, y m,, separadas por una
distancia r con respecto a un eje que
pasa a través de su centro de masa y
perpendicular a la Ilinea que une las dos
masas, es pr?, siendo u la masa reducida
del sistema. Aplicarlo a la molécula de
CO (r = 1,13 x 10-1° m) y a la molécula
de HCl (r = 1,27 x 10-** m).

10.5 Encontrar el momento de inercia
de la molécula de CO,; con respecto a
un eje que pasa a través del centro de

Figura 10-28

masa y es perpendicular al eje. La mo-
lécula es lineal y el atomo de C se en-
cuentra en el centro. La distancia C—O
es de 1,13 x 10-1° m,

10.6 En la molécula de H,0O, la dis-
tancia H—QO es de 0,91 x 10-1° m y el
dngulo entre las uniones H—O es de 105°.
Determinar los momentos de inercia de
la molécula respecto a los tres ejes prin-
cipales mostrados en la Fig. 10-28, y que
pasan a través del centro de masa. Ex-
presar el momentum angular y la energia
cinética de la molécula respecto a los
ejes principales cuando la molécula esta
rotando con respecto a un eje arbitrario.

10.7 La molécula de NH; (Fig. 10-29)
es una piramide con el 4tomo de N en el
vértice y los tres Atomos de H en 1a base.
La longitud de la unién N—H es de
1,01 x 10-1* m y el angulo entre dichas
uniones es de 108°. Encontrar los tres
momentos principales de inercia con
respecto a los ejes que pasan por el
centro de masa. (Los tres ejes estan
orientados como sigue : Z, es perpendicu-



Plano de los
Atomos de H

Figura 10-29

lar a la base, X, se encuentra en el plano
determinado por una unién N—H y el
eje Z, ¢ Y, es paralelo a la linea que
une los otros dos atomos de H).

10.8 Dos nifios, cada uno con una masa
de 25 kg estan sentados en extremos
opuestos de una plancha horizontal de
2,6 m de largo y una masa de 10 kg.
La plancha esta rotando a 5 rpm con
respecto a un eje que pasa por su centro.
;Cudl serd la velocidad angular si cada
niiio se mueve 60 cm hacia el centro
de la plancha sin tocar el piso? ;Cual
¢s el cambio en la energia cinética de
rotacion del sistema?

10.9 Refiriéndose al problema anterior,
suponer que, cuandoc. los nifios se en-
cuentran en la posicién inicial, se aplica
una fuerza de 120 N perpendicular a la
plancha a una distancia de 1 m del eje,
Encontrar la aceleracién angular del
sistema.

10.10 E! momento de inercia de una
rueda es de 1000 1b pie En un cierto
instante su velocidad angular es de
10 rad s Después que rota 100
radianes, su velocidad angular es de
100 rad s-t, Calcular el torque aplicado
a la rueda y el aumento en la energia
cinética.

10.11 Una rueda que rota estd some-
tida a un torque de 10 N m debido a la
friccién en su eje. El radio de la rueda
es de 0,6 m, su masa es de 100 kg, y
esta rotando a 175 rad s-'. ;Cuanto
demorara la rueda en detenerse? ;Cuan-
tas revoluciones dara antes de detenerse?

10.12 Un cilindro de 20 kg de masa
y 0,25 m de radio esta rotando a 1200
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rpm con respecto a un eje que pasa por
su centro. ;Cuadl es la fuerza tangencial
necesaria para detenerla después de
1800 revoluciones?

10.13 Un disco con una masa de 50 kg
y un radio de 1,80 m puede girar con
respecto a su eje. Se ejerce una fuerza
constante de 19,6 N en el borde del
disco. Calcular (a) su aceleracién angular,
(b) el angulo que describe, (c) su mo-
mentum angular, y (d) su energia cinética
después de 5 s.

10.14 La velocidad de un automdvil
aumenta de 5 km hr-! a 50 km hr-!
en 8 s. El radio de sus llantas es de 45 cm.
;Cual es su aceleracién angular? La masa
de cada llanta es de 30 kg y su radio
de giro de 0,3 m. ;Cual es el momentum
angular inicial y cudl el final de cada
llanta?

10.15 La volante de una maquina de
vapor tiene una masa de 200 kg y un
radio de giro de 2 m. Cuando rota a
120 rpm la valvula de entrada del vapor
se cierra. Suponiendo que la volante se
detiene en 5 min, jcual es el torque
debido a la friccidn en el eje de la vo-
lante? ;Cual es el trabajo realizado por
el torque durante este tiempo?

10.16 Una carreta con una masa de
2000 g tiene cuatro ruedas, cada una
de 6 cm de radio y 150 g de masa.
Calcular la aceleracién lineal de 1a carreta
cuando se ejerce sobre ella una fuerza
de 0,6 N.

10.17 Las partes rotantes de una ma-
quina tienen una masa de 15 kg y un
radio de giro de 15 cm. Calcular el mo-
mentum angular y Ia energfa cinética
cuando rotan a 1800 rpm. ;Qué torque
Yy qué potencia son necesarios para al-
canzar esta velocidad en 5 s?

10.18 El radio de una moneda de 5 cen-
tavos es de 9 cm y su masa es de 5 g.
Rueda sobre un plano inclinado a 6 rps.
Encontrar (a) su energia cinética de
rotacién, (b) su energia cinética de tras-
lacién y (c) su energia cinética total,
({Cual es la distancia vertical de la cual
tendria que caer a fin de adquirir energia
cinética?

10.19 Repetir el ejemplo 8.9, supo-
niendo que la bola tiene un radio r y



322 Dindmica de un cuerpo rigido

que rueda a lo largo del riel en lugar
de resbalar,

10.20 El automévil del Problema 10.14
tiene una masa de 1600 kg, y su velo-
cidad aumenta en 8 s como se describe.
Calcular (a) las energias cinética de rota-
ci6én inicial y final de cada rueda, (b) la
energfa cinética total inicial y final de
cada rueda, y (c) la energia cinética total
final del automévil.

10.21 Un camién con una masa de
10 toneladas se mueve con una velocidad
de 6,6 m s-1. El radio de cada llanta
es de 0,45 m, su masa de 100 kg, y su
radio de giro es de 30 cm. Calcular la
energia cinética total del camién.

10.22 Un anillo de hierro cuyos radios
miden 0,60 m y de 0,50 m tiene una
masa de 18 kg. Rueda sobre un plano
inclinado, llegando a la base con una
velocidad de 3,6 m s-1, Calcular la ener-
gia cinética total y la altura vertical
de la cual cae.

ReN
D
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Figura 10-80

10.23 La varilla de la Fig. 10-30, cuya
longitud es L y cuya masa es m, puede
rotar libremente en un plano vertical
alrededor de su extremo A. Inicialmente
se coloca en una posicién horizontal y
luego se suelta. Cuando hace un dngulo «
con la vertical, calcular (a) su acelera-
cién angular, (b) su velocidad anguiar,
¥ (c) las fuerzas en el lugar de suspensién.

10.24 Una varilla uniforme, que cuelga
verticalmente de un pivote tiene una lon-
gitud de 1,0 m y 2,5 kg de masa. Se le
golpea en la base con una fuerza hori-
zontal de 100 N .la que actiia durante
i 8. (a) Encontrar el momentum angular
adquirido por la varilla. (b) ;Adquirira
la varilla una posicién vertical con el
extremo libre sobre el pivote?
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10.25 Una escalera A B de 3 m de lon-
gitud y 20 kg de masa reposa sobre una
pared sin friccién (Fig. 10-31). El piso
es liso y, para prevenir el deslizamiento,
se le coloca la cuerda OA. Un hombre
cuya masa es de 60 kg est4d parado a
dos tercios de la base de la escalera.
La soga se rompe repentinamente. Calcu-
lar (a) la aceleracién inicial del centro
de masa del sistema escalera-hombre
Yy (b) la aceleracién angular inicial alre-
dedor del centro de masa. [Ayuda: Notar
que la velocidad angular inicial de la
escalera es cero.]

10.26. La wvarilla horizontal AB de
la Fig. 10-32, sostenida por cojinetes sin
friccibn en sus extremos, puede girar
libremente alrededor de su eje horizontal.
Dos masas iguales se colocan como se
muestra, mediante varillas de masas des-
preciables, simétricamente situadas con
respecto al centro de la varilla. Encon-
trar (a) el momentum angular del sistema
respecto al centro de masa cuando el

.sistema gira con velocidad angular o,

y (b) las fuerzas sobre los cojinetes.
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10.27 Una varilla de longitud L ¥y
asa M (Fig. 10-33) puede rotar libre-
mente alrededor de un pivote en A.
Una bala de masa m y velocidad v golpea
la varilla a una distancia a de A y se
incrusta en ella. (a) Encontrar el mo-
mentum angular del sistema con respecto
a A inmediatamente antes y después
de que la bala dé contra la varilla. (b)
Determinar el momentum del sistema
inmediatamente antes y después de la co-
lisién. Explicar cuidadosamente su res-
puesta. (c) ;Bajo qué condiciones se con-
servara el momentum? ;Cual es el Q de
la colisién?
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Figura 10-34

10.28 Una wvarilla de longitud L ¥y
masa m reposa sobre un plano horizontal
sin friccién (Fig. 10-34). Durante un in-
tervalo muy corto Af, una fuerza F que
actia sobre aquélla produce un impul-
so I. La fuerza actda en un punto P si-
tuado a una distancia a del centro de
masa. Encontrar (a) la velocidad del
centro de masa, y (b) la velocidad an-
gular con respecto al centro de masa.
(¢) Determinar el punto Q que inicial-
mente permanece en reposo en el sis-
tema L, demostrando que b = K%/a,
siendo K el radio de giro con respecto
al centro de masa. El punto Q se denomi-
na cenlro de percusién (por ejemplo, un
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jugador de beisbol debe sostener el bate
en el centro de percusién para evitar
sentir una sensacién de dolor cuando
¢l golpea la pelota.) Demostrar tam-
bién que si la fuerza da en Q, el centro
de percusién se encuentra en P,

T

Figura 10-35

10.29 La rueda de la Fig. 10-35, que
tiene un radio de 0,5 y una masa de
25 kg, puede girar con respecto a un
eje horizontal. Una cuerda enrollada
alrededor del eje tiene una masa de
10 kg que cuelga de su extremo libre.
Calcular (a) la‘'aceleracién angular de la
rueda, (b) 1a aceleracién lineal del cuerpo,
y (c) la tensién en la cuerda.

Figura 10-36

10.30. Calcular la aceleracién del sis-
tema de la Fig. 10-36 si el radio de la
polea es R, su masa es m, y esta girando
debido a la friccibn sobre la cuerda.
En este caso m, = 50 kg, m, = 200 kg,
M=15kgy R =10 cm,

10.31 Una cuerda esta enrollada alre-
dedor del pequefio cilindro de la Fig.
10-37. Suponiendo que tiramos con una
fuerza F, calcular la aceleraciéon del
cilindro. Determinar el sentido del movi-
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miento. Enestecasor =3cm, R =5 cm,
F=01kgtym=1 kg

Figura 10-37

10.32 En el sistema representado en
la Fig. 10-38, M = 1,0 kg, m = 0,2 kg,
r = 0,2 m. Calcular la aceleracién lineal
de m, la aceleracién angular del cilin-
dro M, y la tensién en la cuerda. Des-
preciar el efecto de la pequefia polea.

Figura 10-38

10.33 Determinar, para el sistema de
la Fig. 10-39 la velocidad angular del
disco y la velocidad lineal de m y m’.
Calcular ia tensién en cada cuerda. Su-
poner que m = 600 g, m’ = 500 g,
M=800g, R=8cmyr==6cm,

Figura 10-39

Figura 10-40

10.34 Para el sistema ae la Fig. 10-40,
calcular la aceleracién de m y la tensién
en la cuerda, suponiendo que el momento
de inercia del pequeiio disco de radio r
es despreciable. En este caso r = 4 c¢m,
R=12 cm, M =4 kg, y m =2 kg

10.35 En la Fig. 10-41, M =6 kg,
m=4kg mM=3kgy R=040 m.
Calcular (a) la energia cinética total
ganada por el sistema después de 5 s
y (b) la tensién en la cuerda.

Figura 10-41

10.36 Los discos de la Fig. 10-42 tienen
iguales masas m y radios R. El disco
superior puede girar libremente alre-
dedor de un eje horizontal a través de
su centro. Una cuerda estid enrollada
alrededor de ambos discos y el disco
inferior se deja caer. Encontrar (a) la
aceleracién del centro de masa del disco
inferior, (b) la tension en la cuerda y
(c) la aceleracién angular de cada disco
con respecto a su centro de masa.

10.37 La masa del giréscopo de la Fig.
10-43 es de 0,10 kg. El disco, que esta
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situado a 10 cm del eje ZZ’, tiene un
radio de 5-cm y estd girando alrededor
del eje YY’ con una velocidad angular
de 100 rad s-% ;Cual es la velocidad
angular de precesién?

Figura 10-48

10.38 Para una demostracién en clase,
un giréscopo consiste de un anillo de me-
tal de 0,35 m de radio, 5 kg de masa, el
cual esta unido por radios a un eje que
sobresale 20 cm a cada lado. El demos-
trador sostiene el eje en una posicién
horizontal mientras que el anillo gira
a 300 rpm. Encontrar la magnitud y la
direcci6én de la fuerza ejercida por cada
una de las manos del demostrador sobre
el eje en los casos siguientes: (a) el eje se
Mmueve paralelo a si mismo ; (b) el eje
rota con respecto a su centro en un
Plano horizontal a 2 rpm ; (c) el eje rota
con respecto a su centro en un plano
vertical a 2 rpm. Calcular también cual
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debe ser la velccidad angular del anillo
a fin de que su eje permanezca horizontal
si el giréscopo fuera sostenido solamente
por una mano.

10.39 Demostrar que, para un cuerpo
rigido dE;/dt = @+1. Esta ecuacién de-
muestra que @+t es la potencia rota-
cional. [Ayuda: Noétese que v = @ x »
para un cuerpo rotante. En primer lugar
obtener la ecuacién para una particula,
utilizando la ec. (8.10), y luego sumar
los resultados para obtener la ecuacién
para todas las particulas del cuerpo
rigido.]

10.40 Nétese que cuande un cuerpo se
mueve sin que actde sobre él ningun
torque, no sélo el momentum angular
se mantiene constante sino también la
energia cinética de rotacién. Obtener la
ecuacién de la polhodia (ejemplo 10.8)
encontrando la interseccién de los elip-
soides correspondientes a L® y Ex. Ana-
lizar el resultado obtenido.

10.41 Demostrar que el momento de
inercia de un cuerpo rigido con respecto
a un eje que hace angulos «, B y y con
los tres ejes principales es

I =1 cos*a + I,cos%p 4 I;cos?y.

10.42 Un bloque sélido de lados 0,20 m,
0,30 m, y 0,40 m y masa 4 kg esta
rotando con respecto a un eje que pasa
a través de la diagonal mayor a 120 rpm.
(a) Encontrar el momentum angular con
referencia a los ejes principales. (b) De-
terminar el angulo entre el momentum
angular y el eje de rotacién. (c) Encon-
trar la energia cinética de rotacién.
[Ayuda: Utilizar el resultado del Pro-
blema 10.41 para obtener el momento
de inercia.]

10.43 En el bloque del problema ante-
rior, suponer que la velocidad angular es
constante. Determinar (a) el torque
aplicado al bloque con respecto a los
ejes principales, y (b) el dngulo entre el
torque y el eje de rotacidn.

10.44 Una particula de masa m se
mueve alrededor de un eje con una velo-
cidad angular & de modo que su ve-
locidad es v = @ x r, de acuerdo a la
ec. (5.48). Demostrar que las componen-
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tes de su momentum angular son

Lz = m{ox(y? + 2?) — wyyxr — wzx],
Ly = m|—wzxy + wy(z? + x%) — w:zy],
L: = m[—warz — wyyz + wlx? 4 y?)].
10.45 Extender el resultado del pro-
blema precedente al caso de un cuerpo
rigido para obtener
Lz = IJ:(.O:: —_— I:l:y(dy —_— Izz(oz,
Ly = _I-':sz + Iy(.l.)y— Iyzmz,
Ls = --—-Izz(.oz _— Iyz(oy + Izmz,
en las cuales
I. = 2Zm(y? + 2%,
Iy = 2m(z® + z?),
I. = Zm(x? 4 y?) |
son los momentos de inercia con refe-

rencia a los tres ejes de coordenadas,
de acuerdo a la ec. (10.7) ¥

I:a:y = Zm:l:y,
Iy = Zmyz,
Iz = Ymzx

se denominan los productos de inercia.
Comparando estos resultados con la ec.
(10.5), el estudiante puede reconocer
que los ejes principales son aquellos para
Ios cuales los tres productos de inercia
valen cero. Né6tese también que el com-
portamiento rotacional de un cuerpo
rigido esta determinado por seis canti-
dades : los tres momentos de inercia
y los tres productos de inercia.

10.46 Determinar los tres momentos
de inercia y los tres productos de inercia
del cuerpo de la Fig. 10-16 con respecto
a (a) los ejes Xy, Yo, ¥ Zo- (D) los ejes

X-, Yo ¥ Zy, y () los ejes X'-, Y-y Z.
(Son siempre constantes estas canti-
dades?

10.47 Calcular los productos de inercig

de las moléculas de H,0 y NH; con
respecto a los ejes ilustrados en los Pro-
blemas 10.6 y 10.7, y verificar que los
ejes son principales.

10.48 Verificar la relacién vectorial
(4 x B)+(C x D)
= (A- C) (B- D) — (A- D)( (B'- C),

Utilizarla para demostrar que en el
cuerpo rigido del Problema 10.44, »® =
=(® x ) = o*r* —(v-7)% Luego escribir
su energia cinética en la forma

Ex = ymlol(y? + 29 + w(z® + 2%
+ wix? + y?) — 2y
— 2mymzyz -— 2(920):172].

10.49 Extender el resultado del pro-
blema anterior para expresar la energia
cinética de un cuerpo rigido rotante en
la forma

Ek = %[I::(A):?: + Iy(l.): + Izmg
_ 2Izy(|):c(l.)y —_— 2Iyzmymz
—_ 21;30):(0:].

Noétese que se reduce a los valores dados
en la seccién 10.5 para el caso de los
ejes principales cuando los productos
de inercia son cero.

10.50 Resolver el ejeraplo 10.7 encon-
trando primero los componentes de L
paralelas a los ejes X YZ y calculando
luego las componentes de T mediante la
aplicacién directa de la ec. (10.11). Con-
siderar también el caso de rotacién acele-
rada (dw/di # 0).



