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9.1 Introduccion

En los dos ultimos capitulos hemos discutido la teoria de la dindmica de una
particula. En dicha teoria, ignoramos el resto del universo y lo representamos
ya sea por una fuerza o por una energia potencial, que dependen solamente de
las coordenadas de la particula. Consideraremos ahora el problema mas realista
e importante de varias particulas. De hecho, fue con un sistema de particulas
que empezamos nuestra discusién de la dindmica, cuando establecimos el prin-
cipio de conservaciéon del momentum en el capitulo 7. En la primera parte de este
capitulo discutiremos {res resultados principales: el movimiento del centro de
masa, la conservacién del momentum angular y la conservacion de la energia.
En la segunda parte de este capitulo consideraremos sistemas compuestos de un
gran nimero de particulas, los que requieren ciertas consideraciones de naturaleza
estadistica. A lo largo de este capitulo supondremos que las masas de las par-
ticulas son constantes.

1. RELACIONES FUNDAMENTALES

9.2 Movimiento del ceniro de masa de un sistema de particulas

Consideremos un sistema compuesto de particulas de masas my, m,, ..., y velo-
cidades ®,, ©,, ..., relativas a un sistema inercial de referencia. Definiremos la
velocidad del ceniro de masa por '

m, -+ mo, + ... 2 myy . ‘ (9 1
my+my+ ... M

vGM =

Si las masas de las particulas son independientes de las velocidades, ¥cm corres-
ponde a la velocidad del punto definido en la seccion 4.8 como el centro de masa,
y dado por el vector posicion -

m 4+ my+ ... M
Lo que podemos comprobar tomando la derivada tenporal de la ec. (9.2),
drcm 1 dr; 2im;
] X 3 — = .
dt MMM T T M e

Observando que p; = m;v;, podemos escribir la ec. (9.1) también como

1 P
v =—2i ] = — 6 P = Mvocsm 9.3
ou = —r 2P = CM 9.3)

donde P = X P; es el momentum total del sistema. Esto sugiere que el mo-
mentum del sistema es el mismo que corresponderia al caso en que toda la masa
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del sistema estuviese concentrada en el centro de masa, moviéndose con veloci-
dad vcym. Por esta razén vey se llama algunas veces la velocidad del sistema. Por
ello cuando hablamos de la velocidad de un cuerpo mévil compuesto de muchas
particulas, tal como un aeroplano o un automévil, la tierra o la luna, o aun una
molécula o un niucleo, nos referimos en realidad a la velocidad de su centro de
masa Pcum-

Si el sistema esta aislado, sabemos por el principio de conservaciéon del mo-
mentum que P es constante. Por consiguiente

el centro de masa de un sislema aislado se mueve con velocidad cons-
fante con relacién a un sistema inercial (suponiendo gque las masas
de las particulas son independienies de la velocidad).

En particular, podemos fijar un sistema inercial de referencia en el centro de
masa de un sistema aislado y, con relacion a este sistema inercial, el centro de masa
estard en reposo (vcy = 0). Este es el lamado sistema de referencia del centro de
masa o sistema-C de referencia. En vista de la ec. (9.3), el momentum total de un
sistema de particulas referido al sistema-C de referencia es siempre cero:

Pey =2p;i =0 (en el sistema-C de referencia). (9.4)

Por tal razoén el sistema-C es llamado a veces el sistema de momentum cero. Este
sistema-C es importante porque muchos experimentos realizados en nuestro
laboratorio o sistema-L de referencia pueden ser analizados mdés simplemente en
el sistema-C.

Consideraremos ahora lo que sucede cuando un sistema S no estd aislado; en
otras palabras cuando las componentes de S interactian con otras particulas del
universo que no pertenecen al sistema S. Supongamos que nuestro sistema S
estd compuesto de particulas situadas dentro de la linea punteada de la Fig. 9-1,
y que las particulas de S interactuan con aquéllas fuera de la linea punteada
que pertenecen a otro sistema S’. Podemos suponer que Sy S’ juntos forman
un sistema aislado. Para considerar algunos ejemplos concretos, nuestro sistema §

Fig. 9-1. Interaccion entre dos Fig. 9-2. TIuerzas externas e inter
sistemas S y 5. nas de un sistema S.
/
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puede ser nuestra galaxia y S’ puede ser el resto del universo. O también S puede
ser el sistema solar y S’ el resto del universo. Podemos aun considerar una mo-
lécula aislada, y agrupar los dtomos que la componen en dos sistemas S y S'.

Designamos las particulas que pertenecen a S con el subindice i, y aquellas
que pertenecen a S’ con el indice j. El principio de conservacién del momentum
para el sistema aislado completo S 4 §' da

P = Z'ipi + ZX;pj = const

;Y_J \-W_}
Sistema §  Sistema S’

P = Pg 4+ Pg = const. (9.5)

Cualquier cambio en el momentum de S debe estar acompaiado por un cambio
igual y opuesto en el momentum de S'. Vale decir,

APg = — APy

Zl' Api = — Zj Apj. (96)

Por consiguiente, la interaccién entre los sistema S y S’ puede ser descrita como
un intercambio de momentum. El estudiante debiera comparar las ecs. (9.9)
y (9.6) con las ecs. (7.5) y (7.8) para el caso particular de dos particulas y notar
la similitud.

Tomando la derivada temporal de la ec. (9.5), tenemos

iPs __ dPs

9.7
dt dt ©.7)

Llamamos a la derivada temporal del momentum del sistema S la fuerza externa
ejercida sobre S; esto es

d
= X 6 —_— Z — Fe . 9-8
7 Fext y7 &ips) xt (9.8)

Decimos fuerza externa porque el cambio de momentum de S es debido a su
interaccién con S'. Las fuerzas infernas que existen en S debidas a las interac-
ciones entre sus particulas componentes no producen ningin cambio en el mo-
mentum total, de acuerdo con el principio de conservacién del momentum. Luego
si F” oy es 1a fuerza externa sobre elsistema §', la ec. (9.7) requiere que Fext=—F exts
lo que constituye la ley de accién y reaccién para las interacciones entre los sis-
temas S y S'.

Ya que, por la ec. (9.3), la velocidad del centro de masa de S es vcm = Ps/M,
tenemos a partir de la ec. (9.8) que

d‘UcM
dt

Fiox =M — Macw. | (9.9)

Comparando este resultado con la ec. (7.15) vemos que
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el centro de masa de un sistema de particulas se mueve como si fuera
una particula de masa igual a la masa lotal del sistema sujela a la
fuerza externa aplicada al sistema.

Los resultados expresados por las ecs. (9.6), (9.7), (9.8) y (9.9) indican claramente
que la interaccién entre dos sistemas de particulas puede ser descrita formal-
mente en términos idénticos a los introducidos en el capitulo 7 para dos particulas.
Esto justifica, a posteriori, la manera informal en que ilustramos las aplicaciones
del principio de la dindmica en el capitulo 7 (donde cuerpos y no particulas fueron
tratados) en casos tales como la interaccion entre la tierra y la luna, entre dos
moléculas, o en el movimiento de un cohete o de un automoévil.

Es interesante relacionar Feys con las fuerzas que actiian sobre cada particula.
Por simplicidad supongamos que nuestro sistema S estd compuesto de dos par-
ticulas (Fig. 9-2). Designemos con F, la fuerza inlerna sobre la particula m, debida
a su interaccion con m,, y con F, la fuerza inlerna sobre m, debida a su inter-
accion con m,. La ley de accién y reaccién requiere que

F, =—F,,. (9.10)

Sea F, la fuerza externa resultante sobre m; debida a su interaccién con otras
particulas y F, la fuerza externa sobre m,. Para obtener la ecuacién del movi-
miento de cada particula bajo la accién de todas las fuerzas que actuan sobre
ella, aplicamos la ecuacién (7.12):

d d
P _p 1 F, _&’%2_=F2+F21.

Sumando dichas ecuaciones y usando la ec. (9.10) de manera que Fy, | Fy =0,
encontramos que

d d
d_lt) =E@1+P2)=F1+F2' (9.11)

Por consiguiente, el cambio total por unidad de tiempo del momentum del sistema
compuesto por m, y m, es igual a la suma de las fuerzas exfernas aplicadas sobre
m, y m,. En general, para un sistema compuesto de un nimero arbitrario de
particulas,

d
d‘t’ = ( pi) = ZiF;, (9.12)

donde F; es la fuerza exferna sobre la particula m;. La comparacién con la ec. (9.8)
indica que
la fuerza externa sobre un sistema de particulas es la suma de las

fuerzas externas sobre cada una de las particulas del sistema.

Consideremos algunos ejemplos. La Fig. 9-3(a) muestra la tierra en su mo-
vimiento alrededor del sol. El centro de masa de la tierra se mueve en la forma
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. Trayectoria del centro
% de masa de la molécula

Trayectoria del centro -
de masa de Ia tierra

(a) (b)

Trayectoria del centro
de masa =

Vem de la granada

Trayectoria
del centro dt

4
et \CM.* b masa de los
A%\ %-_fragmentos

Trayectoria
jel centro de
nasa de la
radena

b
7 s, A e,
() (d)

Fig. 9-8. El centro de masa de un sistema de particulas sigue una trayectoria debida
a la fuerza exterior total actuante sobre el sistema.

en que lo haria una particula que tuviera una masa igual a la de la tierra y estu-
viese sujeta a una fuerza igual a la de las fuerzas ejercidas por el sol (y otros
cuerpos celestes) sobre todas las particulas que componen la tierra. La Fig. 9-3(b)
representa una molécula de agua. Suponiendo, por ejemplo, que la molécula esta
sujeta a fuerzas externas eléctricas, su centro de-masa se mueve como si fuera una
particula de masa igual a la de la molécula sujeta a una fuerza igual a la suma de
las fuerzas actuantes sobre todas las particulas cargadas que componen la molécula.
La Fig. 9-3(c) ilustra el movimiento de una cadena lanzada al aire. El centro de
masa de la cadena se mueve como si fuera una particula de masa igual a la de la
cadena y sujeta a una fuerza igual al peso de la cadena, describiendo, por tanto,
una trayectoria parabélica. Finalmente, en la fig. 9-3 (d), tenemos el caso de una
granada explotando en el aire; el centro de masa de los fragmentos continuara
moviéndose a lo largo de la parabola original, ya que el centro de masa se com-
porta como si fuera una particula de masa idéntica a la de la granada sujeta al
peso total de todos los fragmentos. El peso de los fragmentos no cambia con la
explosion puesto que la fuerza de gravedad es practicamente independiente de
la posicién en las cercanias de la superficie terrestre. Debemos notar, sin embargo,
que si el campo de fuerza no fuera constante sino dependiera de la posicion,
los fragmentos resultantes de la explosion estarian sujetos a fuerzas diferentes
de aquéllas a lo largo de la trayectoria original. La trayectoria del centro de masa
no continuaria entonces como antes de la explosién ya que la suma de las fuerzas
exteriores seria diferente. Por ejemplo, si (debido a algin cataclismo cbsmico),
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un planeta del sistema solar se dividiera en varios fragmentos, el centro de masa
de los fragmentos no seguiria la trayectoria eliptica original del planeta puesto
que las fuerzas sobre los fragmentos serian diferentes.

EJEMPLO 9.1. Una granada que cae verticalmente explota en dos fragmentos
iguales cuando se halla a una altura de 2.000 m y tiene una velocidad dirigida hacia
abajo de 60 m s-1. Inmediatamente después de la explosién uno de los fragmentos
se mueve hacia abajo a 80 m s—!. Hallar la posicién del centro de masa del sis-
tema 10 s después de la explosién. ~

m %m %Hl

t=0—"~+ﬁ I CM |

7y UirgYe :

! | |

f ' b

! : L@

(=10s] 2000 m 2000 m 2 Iom

, i T lm@

! : 010 27 1 1100m
910 m | : m 1 710m

. | l L

1 1
AN \\\ \\\ \\\ \\ \\\ RN ‘

() (b) {c)

Figura 9-4

Solucién: Podemos seguir dos métodos (ver la Fig. 9-4). Ya que sabemos que como
resultado de la explosién las fuerzas exteriores no han cambiado, podemos suponer
que el centro de masa continia moviéndose como si no hubiese habido ninguna
explosién. Por tanto, después de la explosién, el centro de masa estara a una altura
dada por z = z, + v + 1gt?, donde z, = 2000 m, v, =—60 ms-l, y g =
= — 9,8 m s-% Por consiguiente para { = 10 s, z = 910 m.

Alternativamente, podemos computar directamente la posicién del centro de
masa a partir de las posiciones de los fragmentos 10 s después de la explosion.
Ya que se conserva el momentum de esta explosién, tenemos que mv, = myd, + Myls.
Pero también m, = m, = 4m ; luego 2v, = v, + v,. Por otra parte v, = — 60 m s-?
y v, = — 80 m s-L. Por tanto v, = — 40 m s~! y el segundo fragmento se mueve
inicialmente hacia abajo. Después de 10 s la posicién del primer fragmento es
7, = 2y + 0yt + 4gf? = 710 m y el segundo fragmento tiene la posicién z; = zo +
+ v,t + 3g12’= 1110 m. Aplicando la ec. (9.2), encontramos que la posicion del centro
de masa es
(‘i'm)zl ;7]: (i’m)zﬁ —_ ‘}(21 + za) — 910 m’

Zom =

de acuerdo con el resultado anterior,

EJEMPLO 9.2. Un chorro de gas sale por una manguera de seccién a con una
velocidad v mucho mayor que la agitacién térmica de las moléculas. Choca con
una pared que desvia las moléculas sin cambiar la magnitud de su velocidad.
Hallar la fuerza ejercida sobre la pared.

Solucién: Al moverse las moléculas hacia la pared (Fig. 9-5), su velocidad esta di-
rigida hacia abajo. Después de chocar con la pared empieza a moverse hacia arriba.
En ambos casos hacen un angulo 6 con la normal N. Cada molécula, como resul-



9.3) Masa reducida 247

e

Fig. 9-6. Cambio de momentum de un chorro de gas chocando con una pared.

tado de su impacto con la pared, sufre un cambio Av en su velocidad, el que es pa-
ralelo a la normal N ya que ésta tiene la direccién de la fuerza ejercida por la pared.
La magnitud del cambio es |Av| = 2v cos 6. El cambio en el momentum de una
molécula es |Ap| = m|Av| = 2mv cos 6 en la direccién de la normal N. Sea n el
numero de moléculas por unidad de volumen. Las moléculas que llegan a la pared
por unidad de tiempo estin contenidas en un volumen cuya longitud es igual a la
velocidad v y cuya seccién es a. Por tanto su nimero es n(av). Cada molécula sufre
un cambio de momentum igual a 2mv cos 0. Por consiguiente, el cambio de mo-
mentum del chorro por unidad de tiempo es

F = (nav) (2mv cos 6) = 2anmv*® cos 6.

Sea A el drea de la pared que sufre el impacto del gas. En la figura vemos que
a = A cos 0, y, por tanto, nuestro resultado previo se transforma en

F = 2Anmv? cos? 0.

‘Esta, de acuerdo con la ec. (9.8), es la fuerza ejercida por Ja pared sobre el chorro
de gas, y en vista de la ec. (9.10), el chorro gaseoso ejerce una fuerza igual y opuesta
sobre el area A de la pared. [La fuerza del viento sobre las velas de un bote esta
dada por esta ecuacién. Ella da también la fuerza ejercida por el viento soplando
contra una pared durante una tempestad. En el ejemplo 9.16 veremos otra apli-
cacion. ]

Ya que la fuerza total no esta aplicada a una sola particula de la pared, sino
mas bien estd aplicada sobre un 4rea, podemos introducir un concepto muy util,
ya conocido del estudiante, que es la presién, definida como la fuerza del gas sobre

la unidad de 4rea de la pared, Asi

F
p="y- (9.13)

En el caso particular de este ejemplo, el gas ejerce una presién sobre la pared igual
a 2nmv? cos? 0.

9.3 Masa reducida

Consideremos ahora el caso de dos _particulas sujetas-solamente a _su_interaccion
mutug; este es el caso en que no actia ninguna fuerza externa sobre ellas (Fig. 9-6).
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Las dos particulas pueden ser, por ejemplo, un electrén y un protén en un atome
aislado de hidrégeno. Las fuerzas internas mutuas F,, y F,, satisfacen la rela-
cién (9.10). Hemos dibujado dichas fuerzas a lo largo de la linea 7,,. Discutamos
ahora el movimiento relativo de las dos particulas. La ecuacién del movimiento
para cada particula relativa a un observador inercial O es mydv,/df) = F,, y
my(dv,[df) = F,; o sea

Sustrayendo estas ecuaciones, obtenemos

de, dv, Fy Fy
dt d m my’

Usando la ec. (9.10), en la cual[Fm = — Fgl,} es-
cribimos el resultado precedente en la forma

d 1 1
Figura 9-6 ' (v, — v, = (——— + E) Fy,. (9.14)

1

Pero v, — v, = v, es la velocidad de m, relativa a m,, y por tanto

dv
— (0, — 1) = —2% =ay,

dt dt

es la aceleracion de m, relativa a m,. Introduzcamos una cantidad llamada la masa
reducida del sistema de dos particulas, y designada por p, definiéndola como

oty t_omAm L M g5
' e m, my mym, my + m,

La ec. (9.14) puede entonces ser escrita bajo la forma

{ F
Gy = —;2' 6 Fy; = pay,. (9.16)

Este resultado importante expresa el hecho de que

el movimienfo relafivo de dos particulas sujetas tinicamente a una
inferaccion mutua es equivalente al movimiento, relative a un obser-
vador inercial, de una particula de masa igual a la masa reducida
bajo una fuerza igual a la interaccion.

Por ejemplo, podemos reducir el movimiento de la luna relativo a la tierra a
un problema de una unica particula usando la masa reducida del sistema luna-
tierra y una fuerza igual a la atraccion de la tierra sobre la luna. Anslogamente,
cuando hablamos del movimiento de un electron alrededor del nucleo, podemos
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suponer el sistema reducido a una particula con masa igual a la masa reducida
del sistema electron-nucleo moviéndose bajo la fuerza entre el electron y el nu-
cleo. Por consiguiente, al describir el movimiento de dos particulas bajo su inter-
accion mutua podemos separar el movimiento del sistema en el movimiento del
centro de masa, cuya velocidad es constante, y el movimiento de las dos par-
ticulas, dado por la ec. (9.16), referido a un sistema de referencia ligado al centro
de masa.

Notese que si una de las particulas, por ejemplo m;, tiene una masa mucho
menor que la otra, la masa reducida se puede escribir,

l_]_:

donde hemos dividido ambos términos en la ec. (9.15) por m, y usado la apro-
ximacién (1 + ) ~ 1 —uz, de acuerdo a la ec. (M.28). Esto conduce a una
masa reducida aproximadamente igual a la masa de la particula mas ligera.
Por ejemplo, al discutir el movimiento de un satélite artificial alrededor de la
tierra podemos usar, con muy buena aproximacién, la masa del satélite y no la
masa reducida del sistema tierra-satélite. Por otra parte, si las dos particulas
tienen la misma masa (m; = m,), tenemos ¢ = 4m,. Este es el caso de dos protones
interactuando entre si. Lo mismo vale, con muy buena aproximaciéon, para un
sistema formado por un neutr64n y un protén, tal como ocurre en el deuterén.

EJEMPLO 9.3. Calcular la masa reducida de los siguientes sisteras : (a) electrén-
protén en un adtomo de hidrégeno, (b) protén-neutrén en un nicleo de deuterio.
En cada caso comparar el resultado con la masa de la particula mas liviana.

Solucién: (a) Para el sistema electrén-protén que comprende un adtomo de hidré-
geno, tenemos que me = 9,1091 x 10-% kg y mp = 1,6725 x 10-* kg. Por con-
siguiente, dado que me es mucho mas pequefia que mp, podemos escribir, usando
Ia ecuacién (9.17),

tep = IMe (1 —-—”i) = 9,1031 x 10-* kg.

mp

Vemos que p difiere de me en alrededor de 0,06 9%. A pesar de su pequefiez, esta
diferencia produce resultados percibidos en muchos procesos atdmicos.

(b) Para el sistema neutrén-protén en el deuterén, tenemos que ma = 1,6748 X
X 10-% kg, que es casi lo mismo que mp. Podemos entonces usar la férmula exacta,
ec. (9.15), la que da

uop — ——2Mn__ _ 0,8368 + 10-* kg,

resultado que es aproximadamente igual a la mitad de la masa de cualquiera de
las particulas.

EJEMPLO 9.4. Un observador mide la velocidad de dos particulas de masas my
Y m, y obtiene, respectivamente, los valores v, y v,. Determinar la velocidad del centro
de masa relativa al observador y la velocidad de cada particuia relativa al centro de
masa.
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Solueidén: De la ec. (9.1) tenemos (Fig. 9-7)
m,v; -+ Myt, )
my + my

La velocidad de cada particula relativa al cen-
tro de masa, usando la transformacion Galileana
de velocidades dada por 1a ec. (6.9), es

Z zZ’ VCM =
|
|
|
i
|
|
|

mv )
v] = v, — UCM = ¥; — vy + Mty
my + my
my(e; —1v,) My,
- b}
m; + my m, + my
my{v, — v mv
X ) = v, — VCM = (g 1) - ikl B
my + my m, + my

Fig. 9-7. Movimiento relativo

al CM. donde v, '= v, — v, es la velocidad relativa de
las dos particulas. Por tanto en el sistema C,
las dos particulas parecen moverse en direccio-

nes opuestas. El momentum de la particula 1 relativo al centro de masa es

p: - m v = mlm2 Buo = DT
1 1Y _m—_"l +m, 12 U¥yg.

Por consiguiente el momentum de la particula 1 en el sistema C es igual a la masa

reducida del sistema multiplicada por la velocidad relativa. Analogamente, para

la particula 2,

F r
Pz = MUy, = YUy = — WUy,

Asi verificamos que en el sistema de referencia del cenitro de masa las dos particulas
se mueven con momenta iguales y opueslas, y que el momentum total es P, + Pz =0,
de acuerdo a la ec. (9.4). Ello se ilustra en la fotografia de la Fig. 9-8(a) cuyo ana-
lisis aparece en la Fig. 9-8(b).

Trayectoria del centro de masa

A

(b)

Fig. 9-8. Colisién entre dos cuerpos (m; = 2 kg, my = 1,5 kg). La interaccion
aparece solamente cuando los cuerpos se hallan muy préximos entre si. (a) Fotografia
de exposicién multiple del movimiento de los dos cuerpos. (b) Andlisis grafico de la
fotografia, mostrando que el CM se ha movido en linea recta con velocidad constante
relativa al laboratorio.
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Las relaciones que hemos derivado en este ejemplo son muy importantes en los
experimentos de dispersién de fisica nuclear. En dichos experimentos las veloci-
dades de las particulas son medidas con relacién a un sistema de referencia L fijo
en el laboratorio. Pero las expresiones teéricas para la dispersién son mas simples
cuando se las refiere al sistema de referencia del centro de masa. De ese modo las
relaciones entre ambos conjuntos de medidas deben ser conocidas, y para deter-
minarlas, debemos usar las férmulas derivadas anteriormente.

9.4 Momentum angular de un sistema de particulas

Discutamos ahora el momentum angular de un sistema de particulas. En la
ec. (7.32) definimos el momentum angular de una particula con relacién a un
punto dado como la cantidad vectorial

L=rxp=m(rxv), (9.18)

y obtuvimos en la ec. (7.38) una relacion entre Ly el torque 7 =r x F de la
fuerza aplicada. Esto es

aL _ (9.19)

dt

Examinemos una situacién similar, en la cual sin embargo intervienen varias
particulas y no solamente una. Por simplicidad consideremos primero solamente
el caso de dos particulas. La ec. (9.19) aplicada a las particulas 1 y 2 da

dL, . dL, .
a Y g T ™
Sumando las dos ecuaciones, obtenemos
d
d (Ly + Ly) =7, + 75 (9.20)

Supongamos que cada particula, ademds de su interaccién con la otra estd some-
tida a una fuerza externa (Fig. 9-9). Entonces la fuerza sobre la particula 1 es

F, + F,, y sobre la particula 2 es F,  Fy;, y
1, =1, x (F,+ F) =1, x F; + 1, x F,
7, =1y x (Fy + Fy) =1y x Fy + 7, x Fy,.

Dado que F,, = — F,,, el torque total sobre las particulas es
T, + 1, =7 x Fy + 1, x Fy + (r;— 1) x Fy.

El vector #, — ; = Ty, tiene la direccion de la linea que une las dos particulas.
Si es que suponemos especialmente que las fuerzas internas Fy, y F, actian a lo
largo de la linea 7, que une las dos particulas, los vectores ry — ¥, =175 ¥ F,,
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son paralelos, y por tanto (7, — 1) x F,; = 0. El ultimo término de la ecuaci6
anterior desaparece entonces, dejando solamente los torques debidos a las fuerzag
externas. Esto es, 1a ec. (9.20) se transforma en}

-—-(L + L) =7, x F,+7r,x F, =
= 7T, ext + %o, ext.

Generalizando este resultado a cualquier nid
mero de particulas, obtenemos

aL _ . . (9.21

di

En esta ecuacion L = Z;I; es el momentung
angular total de las particulas, y 7ext es el to _'
que total ejercido por las fuerzas externas sod
lamente, siempre y cuando las fuerzas inte .

nas actien a lo largo de las lineas que unen cada par de particulas. Expresandg
la ec. (9.21) en palabras, podemos decir que 1

Figura 9-9

la rapidez de cambio del momentum angular total de un sistema df
particulas, relativo a un punlo arbitrario, es igual al torque total
relativo al mismo punto, de las fuerzas externas actuanies sobre J}
sistema. 1

Este enunciado puede ser considerado como la ley fundamental de la dinémi
de rotacién. En el capitulo 10 lo aplicaremos al movimiento de un cuerpo rigido

Si no hay fuerzas externas, o si la suma de sus torques es cero, text = 0; po '
consiguiente '

dL d
2 T (3L = 0.
dt dt ( 1 l)
Integrando, obtenemos ’
‘L=ZiLi=L1+L2+L3—|—...-—-const. (9,_

La ec. (9.22) constituye la ley de conservacién del momentum angular. Expresa_‘
en palabras, indica que

el_momentum angular total de un sistema aislado, o un sistema sob
el que actiia un torque externo total -nulo, es constante-en magnitud
y direccion.

Este es el caso, por ejemplo, de los electrones de un 4tomo cuando uno consider®
tinicamente las fuerzas internas debidas a la repulsiéon electrostatica de los elecH
trones y a la atraccion electrostatica del niicleo, que son -fuerzas internas ac4
tuantes a lo largo de las lineas que unen cada par de particulas. También, s&
suponemos que el sistema solar esta aislado y despreciamos las fuerzas debidal
al resto de la galaxia, el momentum angular total de todos los planetas relativo ag
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centro de masa del sistema solar permanece constante. Esta conclusion es valida
con un alto grado de precision. Analogamente, la razén por la que la tierra se
mantiene rotando alrededor de su centro de masa con un momentum angular
que es esencialmente constante, es que las fuerzas externas debidas al sol y a los
otros planetas pasan por el centro de la tierra y por consiguiente tienen un torque
nulo (o aproximadamente nulo) alrededor del centro de masa.

A pesar de la suposicion especial que utilizamos para derivar la ley de conser-
vacion del momentum angular (esto es, que las fuerzas internas actien a lo largo
de las lineas que unen cada par de particulas), esta ley parece ser universalmente
valida, aplicAndose a todos los procesos observados hasta el momento, aunque
nuestra suposicién especial no parezca ser valida. La ley de conservacion del
momentum angular implica que si, en un sistema aislado, el momentum angular
de una parte del sistema cambia debido a interacciones intensas, el resto del sis-
tema experimenta un cambio opuesto de momentum angular, de tal manera
que el momentum angular total se ha conservado.

Por ejemplo, en un nicleo en desintegracion las particulas emitidas, en muchos
casos un electron y un neutrino, poseen cierto momentum angular. Dado que en
el proceso de desintegracion solamente acttian fuerzas internas, el momentum
angular del nucleo debe cambiar exactamente para compensar el momentum an-
gular de las particulas emitidas. Andlogamente, si un atomo, molécula, o nicleo
emite radiacion electromagnética, su momentum angular debe cambiar de modo
de compensar exactamente el momentum angular de la radiaciéon. Algunas veces
ciertos procesos que podrian ocurrir en la naturaleza no ocurren debido a que
algin aspecto caracteristico de ellos entrafia una violaciéon de la conservacion del
momentum angular.

EJEMPLO 9.5. Momentum angular de dos particulas relativo a su centro de masa
o sistema de referencia C.

Solucién: Sea r, = r, -— r, el vector posicién de la particula 1 relativo a la par-
ticula 2. La posicién del centro de masa de las dos particulas (referirse a la Fig. 9-6)
relativo al sistema de referencia L es

myry 4+ myry
m; + m,

reM =

Por tanto el vector posicion de cada particula relativo al centro de masa o sis-
tema de referencia C es

my(r, —r m,r
¥, = 1, —roM = o(T 2) _ e
my, + m, m + my
my(r, —r m,r
¥, — 1, — rom — o7 1) - 1M12
m, -+ m, my + my

Usando los resultados del ejemplo 9,4, obtenemos el momentum angular relativo
al centro de masa,

Lem = vy * py + vy % py

- (_”}aﬁz,_) x (pvyg) + (— —EL) X (— uoy)

my, + m, m, + my

= UPyy X Uy = Pp X (U0g,),
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Luego, el momentum angular del sistema relativo al centro de masa es el mismg
que el de una sola particula de momentum pwv,, y vector posicién »,. Nétese que en
la expresién final para Ley, las tinicas cantidades que aparecen son aquellas que des-
criben la posicién relativa y el movimiento relativo de las dos particulas.

Este resultado, por ejemplo, es importante al computar el momentum angular
de un iatomo de hidrégeno. Debemos usar la distancia y la velocidad del electrén
relativas al protén, pero debemos reemplazar la masa del electrén por la masa re-
ducida del sistema electrén-protén, esto es, LcM = peprep X vep, donde los subindi-
ces e y p se refieren al electrén y al protén, respectivamente.

Tratdndose de un sistema de muchas particulas, es costumbre referir e! momen-
tum angular total al centro de masa, y entonces llamarlo momentum angular in-
terno del sistema. El momentum angular interno es asf una propiedad del sistema,
y es independiente del observador. En el caso de un cuerpo rigido o de una particula
elemental, el momentum angular interno se llama también spin.

EJEMPLO 9.6. Relacién entre el momentum angular de un sistema de particulas
relativo al centro de masa o sistema C (momentum angular interno) y ¢l momen-
tum angular relativo al laboratorio o sistema-L.

Solucién: Por simplicidad consideremos un sistema compuesto de dos particulas.
El momentum angular relativo al laboratorio o sistema-L es

L=mr xp + 7 %P,

Si v, y v, son las velocidades relativas al sistema L y v} y v; las velocidades rela-
tivas. al sistema-C, tenemos que v»; = v] + vcm Y vy = v; + vcq. Entonces p, =
= mv, = my(v{ + vcM) = P} + MvcM, y andlogamente p, = p; + myovcu. Por tanto,
recordando que r, = v/;+ rcMm y 7, = vy + rcm, obtenemos

L = (v} + vom) * (1 + mvcM) + (r5 + rom) * (p; + myvewm)
=} X p{ + vy X p3 + reu X (P + Ps) + (M, + Myry) X veu.

Recordamos el ejemplo 9,4 o la ec. (9.4) en que p{ + p; = 0 y las definiciones de
Lcu (ejemplo 9.5) y rem (ec. 9.2), concluyendo que el momentum angular relative
al sistema-L del laboratorio es

L = Lo + (my + my)rem X vem = Len + Mrem * oem. (9.23)

El primer término de la derecha da el momentum angular interno relativo al sis-
tema-C, y el tltimo término, el momentum angular exferno relativo al sistema-L,
como si toda la masa del sistema estuviera concentrada en el centro de masa. Por
ejemplo, cuando un lanzador arroja una pelota rotando, el momentum angular
debido a la rotacién esta dado por LcMm, mientras que el momentum angular debidoe
a la traslacién de la pelota esta dado por mwola rcM x vcM. Una situacién aniloga
ocurre para el ¢lectrén en rotacién dando vueltas alrededor de un protén en un
idtomo de hidrégeno. Esto indica otra vez que podemos separar el movimiento
interno del movimiento del centro de masa en lo que se refiere al momentum an-
gular. Aunque nuestra demostracién vale sélo para dos particulas, este resultado
es vilido para un sistema compuesto de cualquier nimero de particulas.

EJEMPLO 9.7. Relacion entre el torque externo alrededor del centro de masa Yy
el momentum angular interno de un sistema de particulas.

Solucion: Considerando de nuevo, por simplicidad algebraica, un sistema compuesto
de dos particulas m, y m, sujetas a fuerzas externas F, y F;, tenemos que el torque
total externo relativo al origen de coordenadas en el sistema L es
Text = 7 X Fy + vy x Fy = (v{ + rem) x Fy + (v + vom) x Fy
=r{x Fy + v{ x Fy + rcu x (F, + Fy).
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Los dos primeros términos dan el torque externo relativo al centro de masa, que
sera designado por Tcwm, mientras que el Gltimo término da el torque de la fuerza
externa resultante Fext = F, + F,; como si estuviera aplicada en el centro de masa.

Por tanto
Text = TCM + reM %X Fext. (924)

Pero, del resultado del ejemplo 9.6, se obtiene L = Lem + Mrem % vem. Tomando
la derivada temporal de esta expresion, obtenemos

dL dLcn dreMm drcMm
— = M M
& - T Mremx = v Mg

UCM.
Recordamos que drcm/df = vcM, de manera que el tltime término es cero y, usando
la ecuacién (9.9) (esto es, Fext = M dvcm/dt), obtenemos

dL _ dLcM
dt ~  dt

+ rCM % Fext.

Sustituyendo en la ec. (9.21) las expresiones para dL/dl y Text, que acabamos de
obtener, reconocemas que ,

dLCM _ o, (9.25)

Esta relacién es formalmente idéntica a la ec. (9.21), pero existen algunas diferen-
cias basicas. La ec. (9.21) es valida solamente cuando el momentum angular y el
torque se evalian con relacién a un punto fijo en un sistema inercial de referencia,
usualmente el origen de coordenadas. Por otra parte, la ec. (9.25) es valida para el
centro de masa, ain si no estd en reposo con relacién a un sistema inercial de refe-
rencia. Aunque esta ecuacién ha sido probada para dos particulas, es también
valida para un sistema compuesto de cualquier mimero de particulas. Es espe-
cialmente util para discutir el movimiento de un cuerpo rigido.

9.5 Energia cinética de un sistema de particulas

Consideremos un sistema compuesto de
dos particulas de masas m, y m,, sujetas
a las fuerzas externas F, y F, y a las
fuerzas internas F,, y F,. En un cierto.
Instante las particulas ocupan las posi-
ciones indicadas en la Fig. 9-10, movién-
dose con velocidades v, y v, a lo largo
de las trayectorias C,;y C, La ecuacion
del movimiento de cada particula es

ma, =F, + F,,
mya, = F, + Fy,. (9.26)

En un pequeno intervalo df, las parti-
Culas experimentan desplazamientos dr, Figura 9-10
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y dr, tangentes a sus trayectorias. Al tomar el producto escalar de las ecs. (9.26),
la primera con dr, y la segunda con dr;, obtenemos

ma,-dr, = F,.dr, + F,;-dr,,

y
my@, -dr, = F,-dr, + F,,-dr,.

Sumando dichas ecuaciones y recordando que F,, — — F,,, obtenemos
m,@,-dr, + mya,-dry, = Fy-dr, + Fydr, 4 Fp-(dr,—dr,). (9.27)

Ahora, dado que dr,/df = v, y v, -dv, = v,dv,, obtenemos que a,-dr; = (dv,/di)-
-dr, = dv, +(dr,/df) = v,dv,. Andlogamente, @,-dr, =v,dv,. También dr, —dr, =
= d(r, — r,) = dr,,. Por consiguiente la ec. (9.27) se transforma en

myp, dv; + my, dv, = F,-dr, + F,-dr, + F,-dry,.

Integrando a partir de un tiempo inicial {, hasta un tiempo arbitrario {, obtenemos

U LN B
my f v, dv, + my J‘ vy dv, = J‘A (F -dr; + F,-dr,) +

Uye V3o

B !
A

donde A y B son simbolos usados para designar la posicion de ambas particulas
en los tiempos {, y {. Puesto que [3, v dv = $v® — v obtenemos, para el miem-
bro izquierdo de la ec. (9.28),

(3m} — Impl) + (3mgwi — dmyvd)
= (4my} + 4myd) — Gmp 0+ myv)
= Ey — Ep
donde
Ey = 4my? + $myv} | (9.29)
es la energia cinética fofal del sistema de dos particulas en el instante {, y Ek,i
la energia cinética total en el instante #, relativa al sistema de referencia de
observador. El primer término en el miembro derecho de la ec. (9.28) da el tra:

bajo fotal Wext hecho por las fuerzas exteriores durante el mismo intervalo de
tiempo. Vale decir,

B
Wext == f (Fl'drl + Fz'drl)-
A

Finalmente el ltimo término de la ec. (9.28) da el trabajo Wiy hecho por las
fuerzas inleriores. Esto es,

B
Wine = I  Furdry
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Sustituyendo estas notaciones en la ec. (9.28) obtenemos
E)— Ek,o = Wext + Wint, (9.30)
lo que se puede expresar diciendo que

el cambio de energla cinélica de un sistema de particulas es igual al
trabajo efectuado sobre el sistema por las fuerzas exteriores e inleriores.

Esta es la extension natural de nuestro resultado previo para una particula dado
en la ecuacion (8.13), y es valido para un sistema compuesto por cualquier nu-
mero de particulas.

9.6 Conservaciéon de la energia de un sistema de particulas

Supongamos ahora que las fuerzas internas son conservativas, y que por tanto
existe una funcién Ep,, dependiente de las coordenadas de m; y m, tal que

B
Wint = J‘A Fipdryy, =Epjo—Epy (9.31)

donde Ej , se refiere al instante L y E, ), , al instante f,. Llamaremos a Ej, ), la
energta polencial inlerna del sistema. Si las fuerzas interiores actuan a lo largo
de la linea 7, que unen las dos particulas, entonces la energia potencial interna
depende solamente de la distancia r;y, por la misma razén que la energia poten-
cial debida a una fuerza central depende solamente de la distancia r (seccién 8.10).
En este caso la energia potencial interna es independiente del sistema de refe-
rencia ya que contiene sélo la distancia entre las dos particulas, situaciébn que
representa razonablemente bien la mayorfa de las interacciones que se encuentran
en la naturaleza. Sustituyendo la ec. (9.31) en la ec. (9.30), obtenemos Ex — Ex, =
= Wext + Ep,130— Ep,12» 0 sea

(Ex + Epyp) — (Ex + Ep )0 = Wext: - (9.32)
La cantidad
U =E; + Ep,y = dmp} + tmpvf + Ep 15 (9.33)

serd llamada la energfa propia del sistema, Esta es igual a la suma de las energias
cinéticas de las particulas relativas a un observador inercial y su energia potencial
interna, la cual, como lo mostramos antes, es (bajo nuestra suposicién) indepen-
diente del sistema de referencia.

Si en vez de dos particulas tenemos varias, la energia propia es

U=Ex+ Epnt = %ml'v? + ZEP'”’ 9.34)

las Todos los
particulas pares
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donde
E, = > dmp} = imp? + dmuvl 4 mpf + ...

odas las
particulas

Ep,int = 2 Ep,ij' = Ep,lg + Ep,13 + ... + Ep,23 + ...

Todos los

pares
Notese que la primera suma, correspondiente a la energia cinética, tiene un tér-
mino para cada particula. Notese también que la segunda suma, correspondiente
a la energia potencial interna, tiene un término para cada par de particulas, ya
que se refiere solamente a la interaccion entre dos particulas. Si no hay fuerzas
interiores, toda la energia propia es cinética.

Sustituyendo la definicién (9.33) de energia propia en la ec. (9.32), obtenemos

U— Uo = Wexts (9-35)
lo que establece que i

el cambio de la energia propia de un sistema de particulas es igual
al frabajo efectuado sobre el sistema por las fuerzas exlternas.

Este importante enunciado se llama la ley de conservacion de la energia. Hasta;
ahora la ley ha aparecido como una consecuencia del principio de la conservacion;
del momentum y la suposicion de que las fuerzas interiores son conservativas.
Sin embargo, esta ley parece ser verdadera en todos los procesos que observamos
en el universo, y por tanto se le concede validez general, mas alld de las supo-;
siciones especiales bajo las cuales la hemos derivado. La ec. (9.8) expresa la
interaccién del sistema con el mundo exterior por medio de su cambio de mo-
mentum. La ec. (9.35) expresa la misma interaccion por medio del cambio de ener-;
gia del sistema. "

Consideremos ahora un sistema aislado en el cual Weyy =0, ya que no hay
fuerzas exteriores. Entonces U — Uy, =0 o sea U = U,. Esto es,

la energla propia de un sistema aislado de particulas permanece’
constante,

bajo la suposiciéon de que las fuerzas internds son conservativas. Si la energia
cinética de un sistema aislado aumenta, su energia potencial interna debe dis-}
minuir en la misma cantidad de manera que la suma permanezca igual. Por:
ejemplo, en una molécula de hidrégeno aislada, la suma de la energia cinética!
relativa a algin sistema de referencia inercial y la energia potencial interna de!
dos protones y de dos electrones permanece constante,

El principio de conservacién del momentum, junto con las leyes de conser-;
vacion de la energia y del momentum angular, son reglas fundamentales que;
seglin parece gobiernan todos los procesos que pueden ocurrir en la naturaleza.’

Puede suceder que las fuerzas externas actuantes sobre un sistema sean también
conservativas de modo que Wey¢ se puede escribir como Weyxy = Ep ext,g — Ep,ext,%
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donde Epextg ¥ Epext s0n los valores de la energia potencial asociada con las
fuerzas externas en los estados inicial y final. Entonces la ec. (9.35) se trans-

forma en

U — Uo = Ep,ext,o - Ep,eXt
0 sea

U + Ep,ext = Uo + Ep,ext,o-

La cantidad
E=U + Ep,ext = Ek + Ep,int + Ep,ext (936)

se llama la energia fotal del sistema. Permanece constante durante el movimiento
del sistema bajo fuerzas conservativas internas y externas. Este resultado es
similar a la ec. (8.29) para una sola particula.

Por ejemplo, un atomo de hidrégeno, compuesto de un electréon y de un protén,
tiene una energia propia igual a la suma de las energias cinéticas de electrén y
proton y la energia potencial interna debida a su interaccién eléctrica. Si el
atomo estd aislado, la suma de dichas energias es constante. Pero si el atomo
estd en un campo externo su energia total debe incluir, ademads, la energia poten-
cial debida al campo externo, y esta energia es entonces la que permanece constante.

Como otro ejemplo, consideremos las dos masas m; y m, unidas a un resorte
cuya constante elastica es k. Si el sistema se lanza al aire, la energia cinética es
imp? + $myv3, la energia potencial interna, debida a la extension o compresion
del resorte, es igual a 4kz? donde x es la deformacion del resorte, y la energia po-
tencial externa (debida a la atraccién gravitatoria de la tierra) es m,gy, + m,gy,,
donde y, e y, son las alturas de las particulas sobre la superficie terrestre. La
energia propia del sistema es entonces U = 3myp? + im,p3 4 1kz? y, si no hay
otras fuerzas actuantes sobre el sistema, la energia total es

E = dmv? + dmyv] + }kx® + mygy, + mygy,,

Y esta energia debe permanecer constante durante el movimiento.

Dado que la energia cinética depende de la velocidad, el valor de la energia
cinética depende del sistema de referencia usado para discutir el movimiento
del sistemna. Llamaremos energla cinélica inferna Ej cu 2 la energia cinética refe-
rida al centro de masa. La energia potencial interna que depende Gnicamente
de la distancia entre las particulas, tiene el mismo valor en todos los sistemas de
referencia (como se explico antes) y, por tanto, definiremos la energia inferna
del sistema como la suma de las energias cinética y potencial internas.

Uit = Ex,cm + Ep jint. (9.37)

En el futuro, al tratar de la energia de un sistema de particulas, nos referiremos
®n general solamente a la energia interna, aun cuando no escribamos el sub-
indice cm.

La energia potencial interna de algunos sistemas es en circunstancias espe-
Ciales, despreciable comparada con la energia cinética interna. Ello se cumple,
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por ejemplo, en el caso de un gas a alta temperatura. En esta circunstancia la
energia interna puede considerarse totalmente cinética, y el principio de con-
servaciéon de la energia se reduce a la conmservacién de la energia cinética.

EJEMPLO 8.8. Relaciéon entre la energia cinética de un sistema de particulas re-
lativa al Iaboratorio o sistema-L y la energia cinética interna relativa al centro de
masa o sistema-C.

Solucién: Consideremos por simplicidad dos particulas de masas m; y m, con velo-
cidades v, y v, en el sistema-L, y velocidades »; y v; en el sistema-C. Los dos con-
juntos de velocidades estan relacionados por =, = v]; 4+ vcM y v; = v; + vCM,
donde vcM es la velocidad del centro de masa relativa al sistema-L.

Ex = 4mp} + dmg} = dmy(v] + voM)? + dmy(v; + vem)?,

Podemos reescribir este enunciado como
Ex = ymp{® + 3mpi? + 3m, + myveim + (myv] + myv))-vcem.

La cantidad myv; + myv; es el momentum total del sistema referido al centro de
masa, y por la ec. (9.4), debe ser cero. (Ver también ejemplo 9.4). La energia ci-
nética interna Ex,cM referida al sistema-C es ExcMm = imp{? + imyp:2 Por con-
siguiente la energia cinética Eix del sistema, referida al sistema del laboratorio,
puede ser escrita como

Er = Ex,.cM + 3(m; + myvey = Er.cM + Moy, (9.38)

El primer término, Ei.cM, es la energia cinética interna. El segundo término en
la derecha es la energia cinética de una particula de masa M = m, + m, moviéndose
con el centro de masa. Se le llama la energia cinética de traslacién del sistema..
Aunque la ec. (9.38) ha sido probada para dos particulas, vale también para un;e
sistema compuesto de un nimero arbitrario de particulas.

Notamos una vez mas que podemos separar el movimiento del sistema en dos’
partes, cada una con una energia cinética bien definida. Una es el movimiento de’
traslacién con la velocidad del centro de masa, y la otra es el movimiento interno:
relativo al centro de masa.

Consideremos nuevamente el caso de un lanzador tirando una bola en rotacién.
La energia cinética total de Ia bola relativa al suelo es la suma de su energia ci-
nética interna relativa al centro de masa, que corresponde a la energia cmétlca
- de rotacidon, y su energia cinética de traslaciéon relativa al suelo, que es im ch.
Una situacién similar es la de una molécula. En general, es en el movimiento in-;
terno en el que estamos interesados y por tal razoén, se prefiere el uso del smtema—C#
para describir muchos procesos. 3

Como hemos dicho antes, la energia potencial interna Ej,, depende solamente;
de la distancia entre m, y m,, y es la misma en los sistemas C y L. Sumando E,,,m
en ambos lados de la ec. (9.38) y usando la ec. (9.33), podemos escribir

U = Uint + %MUCM,

donde Uint = Ee.cM + Ep,,. Esta ecuacién relaciona la energia interna Uit ¥
la energia propia U medida en los sistemas de referencia C y L. Notese que para
un sistema aislado vcum es constante y por consiguiente, si U es constante, Uint tam-.
bién lo es. Esto es, cuando la energia es conservada en un sistema inercial L,
también es conservada en el sistema del centro de masa C, y reciprocamente.

’.4'

EJEMPLO 9.9. Expresar la energia cinética interna de dos particulas en términos
de su masa reducida y su velocidad relativa. '
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Solucién: La energia cinética interna es EycM = imp;* + tmp;®. Usando los re-
sultados del ejemplo 9.4, esto es,

Mgty ’ mv,,
Y =, Yy = — —=,
my + m, m, + m,

obtenemos

2 2
Encu = m, (mmi}l:n ) +am (mm-lli,l; ) = i
1 2 1 3

Encontramos asi, como lo hicimos antes para el momentum angular en el ejem-
plo 9.5, que la energia cinética interna de un sistema de dos particulas es equiva-
lente a la de una particula de masa igual a la masa reducida moviéndose con la
velocidad relativa »,,. Por ejemplo, la energia interna de un atomo de hidrégeno
es Uint = uept?p + Ep(rep), donde los subindices se refieren al electrén y al protén.
Los resultados que hemos derivado en éste y los ejemplos anteriores son de gran
importancia por sus numerosas aplicaciones, especialmente en la fisica atémica y
nuclear,

La tabla 9-1 muestra las relaciones mas importantes que hemos derivado hasta
el momento en este capitulo, relaciones usadas en muchas aplicaciones.

TABLA $-1

Relacién Nimero de la
ecuacion

Relaciones cinematicas

P = MecMm (Pcm = 0) (9,3)
L = LcM + MrcM X oCM (9,23)
Text = TCM + rCM X Fext (9,24)
Ex = ExcM + ¥Mvgym (9,38)

Relaciones dinamicas

dP/dt = Fext (9,8)
0 MacM = Fext (9,9)
dL/dt = Text (9,21)
o dLcm/dt = Tcm (9.25)
Ex — Ex,y = Wext + Wint (9,30)
U— Uy = Wext (9,35)

Definiciones de energia

Energia propia, U = Ex + Ep,int (9,33)
Energia interna, Uint = ExcM + Epint (9,37)
Energia total E = Ex + Epint + Ep,ext (9,36)
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9.7 Colisiones

Cuando dos particulas se aproximan entre si, su interaccién mutua altera su
movimiento, produciende un intercambio de momentum y energia. Decimos
entonces que ha habide una colisién (podemos decir lo mismo cuando tenemos
dos sistemas en ligar de dos particulas). Esto no significa necesariamente que
las dos particulas (o sistemas) hayan estado fisicamente en contacto, en un sen-
tido microscépico, como sucede en el caso de la colision macroscépica entre dos
bolas de billar o dos carros. Significa, en general, que ha ocurrido una interaccién
cuando las dos particulas estaban préximas
una de la otra, como sucede en la regién
sombreada de la Fig. 9-11, produciendo un
cambio medible en sus movimientos en un
intervalo de tiempo relativamente peque-
fio. Por ejemplo, si un electrén o un pro-
ton se aproximan a un atomo, las fuerzas
eléctricas empiezan a actuar, produciendo
una perturbaciéon notable en los movimien-:
tos de las particulas. La curvatura de la
trayectoria de un cometa cuando se apro-
xima al sistema solar es también un choque.
Algunas veces se utiliza el término dispersion '
para referirse a choques en que las particulas (o sistemas) finales son las mismas.
que las iniciales.

En algunos choques, sin embargo, las particulas o sistemas finales no son ne-
cesariamente idénticas a las iniciales. Por ejemplo, en un choque entre un atomo A
y una molécula BC, el resultado final puede ser la molécula AB y el atomo C.
De hecho, ésta es la forma en que ocurren muchas reacciones quimicas.

En un experimento de laboratorio sobre choques, uno generalmente conoce
exactamente el movimiento de las particulas antes del choque, ya que dicho!
movimiento depende de como se ha preparado el experimento. Por ejemplo, una
de las particulas puede ser un protén o un electron acelerado por un acelerador
electrostatico y la otra particula puede ser un adtomo practicamente en reposo;
en el laboratorio. Entonces se observa el estado final; esto es, el movimiento:
de las particulas ya muy lejos de la region de donde chocaron. Si conocemos}
las fuerzas entre las particulas, podemos computar el estado final, siempre y:
cuando conozcamos el estado inicial. El analisis de tales experimentos nos pro-;
porciona informacion valiosa acerca de la interaccién entre las particulas que’
chocan. Esta es una de las razones por las cuales los experimentos de choque son
tan interesantes para el fisico.

Ya que s6lo fuerzas internas entran en accién durante un choque, tanto el
momentum como la energia totales son conservadas. Sean p, y p, momenta de
las particulas antes del choque y p; y p; momenta después del choque. La:
conservacion del momentum requlere que :

Fig. 9-11. Conservacion de la ener-
gia y del momentum en una colision.

P: + P = P; + Pa (9.39)
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La energia potencial interna antes del choque es Ej, ;,. Después del choque, debido
a que puede haber reagrupaciones internas, dicha energia puede ser diferente,
digamos Ey,. Andlogamente, las masas no tienen porqué ser las mismas. Por
ejemplo, un deuterén es un nucleo compuesto de un neutrén y un protén; al
pasar cerca a otro nucleo, el neutron puede ser capturado por el segundo miicleo,
de manera que el protén continiia separadamente y las particulas finales consis-
tiran de un protén y un nucleo con un neutréon extra.
La conservacion de la energia, de acuerdo a la ec. (9.35), es entonces

Ex+ Epe=Ej + Ep s

donde, recordando la ec. (8.12), tenemos

i 2 omg  2m,
(9.40)
’ 2 5 _ PP + ps*
Ep = imp my,* = .
k = 3 + dmgp, 2m, 2m2'
Introduzcamos una cantidad @, definida por
Q=Ei—Ey=Epyp—Ep ), (9.41)

y por consiguiente igual a la diferencia entre las energias cinéticas inicial y final
o entre las energias potenciales internas. Cuando @ == 0, no hay cambio en la
energia cinética y la colision se llama eldstica. Si no es asi, es ineldslica. Cuando
Q <0, hay disminucién en la energia cinética con un correspondiente aumento
en la energia potencial interna, y decimos entonces que hay una colisién ineldstica
de primera clase (o endoérgica). Cuando Q > 0, hay aumento en la energia cinética
a expensas de la energia potencial interna, y tenemos entonces una colisién ine-
lastica de sequnda clase (o exoérgica).
Usando la ec. (9.40) en la ec. (9.41), podemos escribir
2

p¢ . p¢ _ Pl Ps 9.42
2my T 2m, 2m, + 2m, + 0 (0-42)

Las ecs. (9.39) y (9.42) son suficientes para resolver el problema del choque com-
pletamente.

Si referimos los choques al centro de masa, el momentum total es cero de acuerdo
a la ec. (9.4), de modo que p, =— p, y p, = — p,. Podemos entonces sim-
plificar la ec. (9.42) para llegar a

1 /1 1\, 1 /1 1
SRR RN P

/ !
2 \m; m, 2 \m m,

0, usando la ec. (9.13), que define la masa reducida, podemos obtener

’2 2
b A + Q (en el sistema-C de referencia). (9.43)
2u 2u
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Notese que usamos la misma @ porque, en virtud de su definicién (9.41), es in-
dependiente del sistema de referencia. En un choque, hay siempre intercambio
de momentum entre las dos particulas, pero no necesariamente intercambio de
energia cinética entre ellas. Por ejemplo, si el choque es elastico (Q = 0) y las
particulas finales son las mismas que las iniciales ( = '), la ec. (9.43) da p, = Py
y por consiguiente p, = p,. Asi en el sistema del centro de masa, los momenta
después del choque elastico tienen las mismas magnitudes que antes y las par-
ticulas retienen sus energias cinéticas, de modo que no se intercambia energia
cinética entre ellas con relacion al centro de masa. Sin embargo ha habido un

intercambio de momentum ya que las direcciones de sus movimientos han sido
cambiadas. '

EJEMPLO 9.10. Obtener el valor  para una reaccién de captura. ;
Solucién: Un ejemplo interesante de choque inelastico ocurre cuando después de
una colisién, las dos particulas contintian moviéndose juntas. En fisica nucleas
este proceso se llama reaccién de captura. Ocurre, por ejemplo, cuando un neutréy )
chocando con el protén de un atomo de hidrégeno es capturado para formar ugd
nucleo de deuterio. Otra colisién que puede ser de este tipo es el choque entre do#
cuerpos plasticos. En este caso, las dos particulas después de la colisién, se muevenl

juntas con la velocidad del centro de masa. Esto es, recordando el ejemplo 9.4

mv, + My,
m + m,

PCM —
La Q de la reaccién es entonces
Q = ¥my + my)otM — tmp? — imywl
= — 5 T (o 5t = — gy,

y por tanto Q depende completamente de las velocidades relativas antes del choqu
(Puede el estudiante dar significado al valor obtenido para Q, en vista del resultad¢
del ejemplo 9.9?

0_5‘
=
3
[\
3
—a\

O Pa= 0 O \\ X
mN)é
Antes Despusés
(a) ‘ (b)

Fig. 9-12. Relaciéon entre los momentos relativos al sistema-L antes y despuél
del choque. d

EJEMPLO 9.11. Obtener  en términos de la energia cinética de las partic
antes y después del choque, suponiendo que inicialmente m, tiene un momentum .
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{a) (b)

Fig. 9-13. (a) Choque de dos bolas de billar iguales. (b) Choque entre dos particulas
a (nucleos de helio). En ambos casos, una de las particulas estaba inicialmente en
reposo en el sistema-L, y los momenta de las particulas son perpendiculares entre sf
en el sistema L después del choque, La figura (a) es cortesia de Educational Services,
Ine.

¥ que m, esta en reposo (p, = 0) (ver la Fig. 9-12). Suponer también que las masas
de las particulas después del choque son m| y m,.

Solucién: La conservacién del momentum da p] + p, = p, o pr; = p, — pj. Por
consiguiente '

ps* = (Pr— p))* = p} + pi*— 2p,p{ cos 6.
Usando la definicién (9.41) para Q tenemos

_ P P b pr p 1
Q= 2m; + 2m; 2m,  2m; 2m, + 2m;
(Pt + pi* — 2p,pj cos 6)
0 sea
1 (1 1Y ., 1‘(1 1)2 P '
= —- — |\ — — —= ¢o0s 6.
¢ 2(m;+m;)p‘+2 m,  m )P T

Recordando que E; = p*2m, podemos expresar el resultado anterior como

Q = Ei, (1 + mf ) — Ek, (1 — E%—) 2 lemi’?"'l Et1 cos 0.
m; m;

Este resultado, conocido como la ecuacion Q es de mucha aplicacién en fisica
Nuclear,

Cuando 1a colisién es elastica (Q = 0) y todas las particulas son idénticas (m, =
=] =m, = my), la conservacién de la energia da p;® + p,;? = p}, mientras que la
Conservacion del momentum da p, = p; + p;, permitiéndonos obtener pi%+ p;® +
+2p;-p; = pl. Combinando estos resultados obtenemos p;+p; =0 o0 sea que p;] es
Perpendicular a p;. Por tanto, en el sistema L, las dos particulas se mueven en ingulo
Tecto después de la colisién. Esto puede apreciarse en la fotografia de la Fig. 9-13 (a),
Que jlustra la colisién de dos bolas de billar, una inicialmente en reposo. La Fig. 9-13
b) muestra la colisién de dos nucleos de helio en una cAmara de niebla; el niicleo de
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helio incidente es una particula « proveniente de una sustancia radioactiva y el
nucleo de helio que es blanco, pertenece al gas de la camara. En ambos casos las
dos particulas se mueven en angulo recto después del choque.

EJEMPLO 9.12. Una granada en reposo en el sistema-L explota en dos frag-
mentos. Hallar las energias de los fragmentos en términos de Q. '

Solucién: Como la granada estaba inicialmente en reposo, el momentum total es
cero. Después de la explosién los dos fragmentos se separan en direcciones opues-
tas con momenta p, y p, de tal modo que p, + p, = 0, 0 en magnitud p, = p,.’
Entonces, a partir de la ec. (9.41), con E; = p}/2m + pi/2m y Ex = 0, obtenemos,

1 (1 1 .
_— Ea— _— — = = 2 1I2_
5 ( 1 + 2)191 Q Y P1 = pa = (2pQ)

|

Las energias cinéticas de los fragmentos son

r
k.

Fig. 9-14. Fotografia, en camara de niebla, de las trayectorias de dos fragmentg
producto de la fisién de un nicleo de uranio [Boggild, Brostrem y Lauritsen, Phy#
Rev. 59, 275 (1941)]. Inicialmente el nicleo de uranio se hallaba en reposo sobre X
delgada placa metalica horizontal al centro de la fotografia. Los dos fragmentof
se mueven en direcciones opuestas. Por el andlisis de las trayectorias puede estimart
las energias de los fragmentos, las que a su vez (usando la relacién derivada en @
ejemplo 9.12) nos permiten obtener la razén de sus masas. Se desprecia el efecto &
los neutrones liberados. ;



9.7) Colisiones 267

y son inversamente proporcionales a sus masas. Este analisis se aplica igualmente
al retroceso de un arma de fuego (recordar el ejemplo 7.1), a la fisién de un nu-
cleo en dos fragmentos, ilustrada en la Fig. 9-14, o a la disociacién de una molécula
diatéomica.

Si hay tres fragmentos en vez de dos, son posibles varias soluciones, ya que
estin en juego tres momenta, pero sélo dos condiciones fisicas: conservacién de
la energia y del momentum. Por ejemplo, si solamente son observadas dos particulas
en una reaccién y la energia y el momentum de ellas no son conservados, el fisico
sospecha la presencia de una tercera particula que no es observada (ya sea porque
no tiene carga eléctrica, o por alguna otra razén). Puede haber también considera-
ciones tedricas que le permitan reconocer que hay tres particulas en el proceso (ver
el problema 9.70). El fisico asigna entonces un cierto momentum y una cierta energia
a su particula hipotética, de modo de respetar las leyes de conservaciéon. Este pro-
cedimiento hasta la fecha ha dado siempre resultados consistentes tanto con la
teorfa como con el experimento,

EJEMPLO 9.13. Discutir la retardacién (o moderacién) de neutrones que chocan
elasticamente al moverse a través de un material cuyos dtomos pueden ser consi-
derados en reposo. (El material se llama moderador). En los reactores nucleares,
los neutrones rapidos producidos por la fisién del uranio son retardades al moverse
a través de un moderador.

t]

Neutrdn Atomo m L Neutrén
i
m m2 ’/

.- - ~— (L) . (L}
L) — ~ > ¢
172 m\;\klg
Atomo
ml

m, . My . . ’.1,/”' Neutrécn
L - & rd > M

Vi V, ©) v I ()

Atomo
Antes Después
(a) (b)

Fig. 9-15. Comparacién de datos relativos a los sistemas L y C en un choque.

Solucién: En este caso las particulas son las mismas antes y después del choque
Yy m = mj, my = m,;. También p, = 0y ¢ = 0. El calculo es mas facil si traba-
jamos en el sistema de referencia C (Fig. 9-15). Llamaremos A = m,/m, la razén
de las masas de los 4tomos del moderador con las del neutrén, », la velocidad del
neutrén, y », (= 0) la velocidad del atomo. Antes de la colisién la velocidad
del centro de masa de acuerdo a la ec. (9.1) es

myv, _ v
m +m 1+ A

UCM =

La velocidad de cada particula en el sistema del centro de masa antes de la coli-
sion es
L

14+ 4

Av,
14+ A’

Dado que estamos tratando de una colisién el4stica en la que las particulas retienen
Su identidad, tenemos, de acuerdo a la explicacién inmediatamente posterior a la

Vi =9, —ocm = Vo= 0 — vcM = (9.44)
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ec. (9.42), que p, == p, en el sistema del centro de masa, y que por consiguiente
también V, = V| ; esto es, la velocidad de m, tiene la misma magnitud en el sis-
tema-C antes y después de la colisién. Andlogamente V, = V;. Sin embargo, las
direcciones del movimiento después de la colisiéon pueden ser diferentes en el sistema
del centro de masa (ver la Fig. 9-15). La velocidad », del neutrén después del choque,
relativa al sistema-L, es entonces

vy = Vi + vem,

de modo que, de acuerdo con la Fig. 9-16,
02 = V{¥ = vEy + 2V]-vcMm
= Vi% 4+ v¢m + 2Vivcm cos .
Usando las ec. {9.44) y recordando que V| = V,, obtenemos

A2 + 24 cos® + 1
(A + 1)t

Figura 9-16 La relacién entre la energia cinética de m, después y antes
de la colisién en el sistema-L es entonces :

8o 2
e

Vem

Exn _ v*  A*4+2Acos® 1

Ex, v (4 + 1)

Para ® = 0 (esto es, para un cheque sin cambio en la direcciéon) Ei, = Ex, Y no
hay pérdida de energia cinética, Para ® = =, choque central, hay una pérdida méa-
xima de energia dando como resaltado

Ep _ A*—24 +1 __(A-—1)2
Ex (A + 1) A+1)°

La pérdida de energia por unidad de energia es en este caso

Eyx—E; 44
Er A+

La pérdida de energia es mayor cuanto mas cerca esté A de la unidad. Este re-
sultado es importante al escoger el material moderador para retardar rapidamente
los neutrones, como debe ser en los reactores nucleares. Los 4tomos con los valoy
res mas pequefios de A son los del hidrégeno (A =~ 1), y por esta razon es d¢
esperar que el hidrégeno puro sea el mejor moderador. Sin embargo, a la temperatu

ambiente, el hidrégeno puro es gaseoso de manera que el nimero de itomos d
hidrégeno por unidad de volumen es relativamente pequefio. Por consiguien

se usa mas bien el agua. El agua no solamente tiene la ventaja de ser abundant
y barata, sino que ademas_contiene por unidad de volumen alrededor de 102 veced
mas atomos de hidrégeno que el hidrégeno gaseoso. Infortunadamente, los atomo$
de hidrégeno tienden a capturar neutrones para formar deuterio. Por otra partey
como los atomos de deuterio tienen relativamente poca tendencia de capturaf
neutrones, algunos reactores nucleares usan agua pesada, cuyas moléculas estéﬁ
formadas por deuterio (en vez de hidrégeno) y oxigeno. (En este caso A = 2}
Otro moderador comin es el carbén (A == 12), usado en la forma de grafito. i
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II. SISTEMAS CON UN GRAN NUMERO DE PARTICULAS

9.8 Sistemas de muchas particulas: temperatura

El resultado expresado por la ec. (9.33) o su equivalente, la ley de conservaci6én
de la energia, al ser aplicado a un sistema compuesto de un nimero pequeiio de
particulas, tal como nuestro sistema planetario o un 4tomo con pocos electrones,
requiere el computo de varios términos que forman la energia interna, de acuerdo
con la ec. (9.34). Sin embargo, cuando el nimero de particulas es muy grande,
tal como en un atomo de muchos electrones o un gas compuesto de millones de
moléculas, el problema resulta demasiado complicado matematicamente. Debe-
mos entonces usar ciertos métodos estadisticos para computar valores promedio
de las cantidades dinamicas en vez de valores individuales precisos para cada
componente del sistema. Ademds, en los sistemas complejos no estamos intere-
sados en el comportamiento de cada componente individual (va que dicho com-
portamiento no es observable en general) sino en el comportamiento del sistema
como un todo. La técnica matematica para tratar esos sistemas constituyen lo
que se llama la mecdnica estadistica. Si nos olvidamos por un momento de la
estructura interna del sistema y simplemente aplicamos la ec. (9.35), usando
valores medidos experimentalmente para U y W, estamos empleando otra rama
de la fisica, la fermodindmica. En el presente capitulo nos limitaremos a efectuar
una adaptacion de la ec. (9.35) para los sistemas compuestos de muchas particulas
sin entrar a discutir los métodos de la mecdnica estadistica o los de la termo-
dindmica. También expresaremos, a menos que se especifique lo contrario, todas
las cantidades dinamicas con relacion al sistema-C para el caso considerado.

Definamos primero la femperatura T del sistema como una cantidad relacionada
con la energia cinética promedio de las particulas en el sistema-C. Por tanto la
temperatura es definida independientemente del movimiento del sistema relativo
al observador. La energia cinética promedio de una particula es

1
Ei, = < (Edma), (9.45)

donde N es el niumero total de particulas y v; es la velocidad de la particula en
el sistema-C. Si todas las particulas tienen la misma masa, entonces

1 1 o
Ey, = N Zigmo} = im (W 2w} ) = $m(v?) = $mbpm,

donde v se llama la “velocidad media cuadratica de las-particulas”, definida
Fomo 1 1

Vims = (%) = - @ + 0 + 05+ ..) = = (Zu)).

No necesitamos indicar aqui la relacion precisa entre la temperatura y la energia
Cinética promedio. Es suficiente por el momento suponer que, dada la energia ci-
Nética promedio en un sistema, podemos computar la temperatura del sistema,
Y reciprocamente. En este sentido hablamos de la temperatura de un sélido,
de un gas, y atn de un niicleo complejo.
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El hecho de que estemos refiriendo los movimientos al centro de masa para
definir la temperatura es importante. Supongamos que tenemos una esfera me-
talica “‘caliente” en reposo en nuestro laboratorio y una esfera metalica ““fria”
moviéndose muy rapido con relacién a nuestro laboratorio. La bola “caliente”
tiene una temperatura alta, lo que significa una gran energia cinética relativa
al centro de masa, el que en este caso estd en reposo con relacion al laboratorio.
Por otra parte, la bola “fria” tiene una temperatura baja, lo que significa una
energia cinética pequefia con relacion al centro de masa, que en nuestro caso esta
en movimiento con relacién al observador. La bola “fria” moviéndose rapida-
mente puede tener una energia cinética total con relacién al laboratorio que sea
mayor que la de la bola “caliente” lenta, pero la mayor parte de ella es energia
cinética de traslacion y por tanto no entra en el calculo de la temperatura.

Un sistema que tiene la misma temperatura a través de todas sus partes, de
modo que la energia cinética promedio de las particulas en cualquier region del
sistema es la misma, se dice que esta en equilibrio térmico. En un sistema aislado,
cuya energia interna es constante, la temperatura puede cambiar si la -energia
cinética interna cambia, debido a un cambio en la energia potencial interna.
Por ejemplo, una masa de gas en el espacio interestelar puede estarse condensando
debido a fuerzas atractivas muy fuertes, que determinan una disminucion de
energia potencial interna y un correspondiente aumento de la energia cinética.
Como resultado de ello, la temperatura deberia aumentar. Si, por otra parte, el
sistema se estd expandiendo, su energia potencial interna aumenta (si las fuerzas
son atractivas), produciendo una disminucién en la energia cinética y, por tanto,
una disminucion en la temperatura. Pero si la energia potencial interna de un sis-
tema aislado permanece constante, que es el caso de un gas contenido en una
caja rigida, entonces la energia cinética promedio del sistema permaneceria cons-
tante; esto es, su temperatura no cambiard. Cuando el sistema no esta aislado,
puede intercambiar energia con el resto del universo, lo que puede resultar en’
un cambio de su energia cinética interna y, por tanto, de su temperatura.

La temperatura debiera ser expresada en joules por particula. Sin embargo,
es costumbre expresarla en grados. La escala de temperatura usada en fisica es la
escala absoluta. La unidad se llama Kelvin, y se denota por K. En esta escala,
la temperatura de fusién del hielo a presion atmosférica normal es 273,15 K y la:
temperatura de ebullicion del agua a presién atmosférica normal es 373,15 K.:
Por tanto la diferencia entre esas dos temperaturas es 100 K. La temperatura
en grados centigrado o Celsius, designado por °C se define de acuerdo a 6g =
= T — 273,15 K. Un Kelvin corresponde a aproximadamente 1,38 x 10—23 J
(6 8,61 x 10-% eV) por particula.

9.9 Sistemas de muchas particulas: trabajo

El intercambio de energia de un sistema con el mundo exterior es representado -
por el trabajo externo Wext en la ec. (9.35). Esto es,

U— Uy = Wegt.
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Si el trabajo es hecho en el sistema (Wex B £ 18 1 2 HR I ' ]
positivo), su energia interna aumenta, pero | = SLSR S
si el trabajo es hecho por el sistema (Wext
negativo), su energia interna disminuye.
Este trabajo externo es la suma de los tra-
bajos externos individuales hechos en cada -~
una de las particulas del sistema, pero a ve- | [+ } - ‘ .:{‘-l"-'i*'l?; {"'
ces puede ser facilmente computado esta- | T ‘ ]
disticamente. ‘4_ iz a‘
Consideremos, por ejemplo, un gas dentro
de un cilindro, una de cuyas paredes es un Fi& 9-17. Trabajo hecho en una
piston movible (Fig. 9-17). El gas puede in- expansion gaseosa. .
tertambiar energia y momentum con las
vecindades a través de los choques e interacciones de sus moléculas con las
moléculas de las paredes. El intercambio del momentum estd representado
por una fuerza ejercida por cada molécula en el punto de colisién con la pared.
Esas fuerzas individuales fluctiian en cada punto, pero debido a que hay un gran
numero de colisiones sobre un drea grande, el efecto total puede ser representado
por una fuerza F actuante sobre la totalidad del 4rea. Si A es el 4rea y p la pre-
sion del gas, definida como la fuerza promedio por unidad del 4rea (recordar el
ejemplo 9.2), entonces _
p = F[A 0 F = pA. _ (9.46)
Si una de las paredes del recipiente es movible, tal como el piston de la Fig. 9-17,
la fuerza ejercida por el gas puede producir un desplazamiento dr de la pared.
El intercambio de energia del sistema con el mundo exterior puede entonces ser
expresado como el trabajo hecho por esta fuerza durante el desplazamiento. Ya

que éste es trabajo hecho por el sistema y no trabajo hecho en el sistema, pode-
mos considerarlo negativo., Por consiguiente

dWext = — F dt = — pAdr = —pdV, (9.47)

donde dV = A dr es el cambio de volumen del gas. Entonces si el volumen cam-
bia de V, a V, el trabajo externo hecho en el sistema sera

v
Wext = — J _ pdV. (9.48)
Vo

e e AV

-:t;:;‘};:;{:;:‘[:;:}ti:

f

| i |

e e — — —— —

Para computar esta integral, debemos conocer la relacion entre p y V. Esta rela-
cién ha sido estudiada para gases y otras sustancias en gran detalle.

Muy a menudo, especialmente al tratar de maquinas térmicas, es preferible
computar el trabajo exterior hecho por el sistema, denotado por Wy, en vez
del trabajo externo hecho sobre el sistema, Wex. Ya que ambos trabajos corres-
ponden al mismo desplazamiento, pero a fuerzas iguales y opuestas, son iguales

entre si en magnitud pero tienen signos opuestos; esto es, Wiy = — Wext. En-
tonces, por ejemplo, el trabajo de expansion hecho por un gas, usand» la ec. (9.48), es
v
Wiist = f . pdV. (9.49)
Vo
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Indicaremos ahora alguna de las unidades mas comunes en que se expresa l
presién. Notemos primero que la presién debe ser expresada como una unidag
de fuerza dividida por una unidad de 4rea. Por tanto en el sistema MKSC I
presién se mide en newfons por melro cuadrado, o N m~2, Otras unidades frecuen-
temente usadas son las dinas por ceniimelro cuadrado, o din ¢cm-2, y kilogramos
fuerza por centimetro cuadrado (kgf cm-?). Otra unidad muy util, usada prin
cipalmente para expresar la presién de los gases, es la almdsfera, que se abrevig
atm, definida de acuerdo a las equivalencias

1 atm = 1,013 X 105 N m~% = 1,033 kgf cm-2%

Una atmésfera es, aproximadamente, la presién normal ejercida por la atmoésferg
de la tierra sobre los cuerpos al nivel del mar,

EJEMPLO 9.14. Un gas ocupa un volumen de 0,30 m3, ejerciendo una presién di
2 x 10° Nm-%" A una presi6tn constante, el volumen se expande hasta 0,45 m$
Hallar el trabajo hecho por el gas.

Solucién: Usando la ec. (9.49), cuando la presién p permanece constante,

:

i

) V i

Waist — pdV=pj dV = p(V — V). (9.501
Vo Vo 4

Este resultado es completamente general y se aplica a cualquier sistema cuyo
lumen cambia bajo presién constante. Entonces, sustituyendo los valores numéri
obtenemos Waist = 3 X 10* J.

EJEMPLO 6.15. Un gas se expande de modo de respetar la relacién pV = §
(constante). Esta relacién [ver la ec. (9.62) y el Problema 9.67] requiere que M
temperatura del gas permanezca constante, y constituye la ley de Boyle. Hs
el trabajo efectuado cuando el volumen se expande de V, a V,.

Solucién: Usando la ec. (9.49), obtenemos
Vs Vs .
Waist = pdV = cdv =Cln—V’—. (9.5%
vy n V v, 1
Por tanto el trabajo hecho depende de la razén V,/V, entre los dos voliimené
(liamada la razén de expansién). En el disefio de motores de combustién interng

la razén de compresién (o expansién) es uno de los factores determinantes de- l§
potencia del motor. J

9.10 Sistemas de muchas particulas: calor ‘

Es importante recordar que la ec. (9.48) expresa un promedio macroscopico qué
suma todos los intercambios individuales de energia entre las moléculas del ga!
y las moléculas del piston. Pero, jcomo se puede computar el intercambio d
energia que ocurre debido a la interacciéon de las moléculas de gas con las parede
que permanecen fijas? En este caso, el método usado para evaluar W para

pistén no puedc aplicarse, ya que, aunque definamos todavia la fuerza promedlq
sobre la pared, no podemos definir un desplazamiento promedio de la paredi



0.10) Sistemas de muchas particulas: calor 273

En cada interaccion individual entre las moléculas del gas y la pared, se ejerce
una pequeiia fuerza y se produce un pequefio desplazamiento de las moléculas
=n la pared. Si pudiéramos computar cada una de esas cantidades infinitesimales
de trabajo y sumarlas, tendriamos el trabajo exterior correspondiente hecho por
o] sistema. Sin embargo, esta técnica es obviamente casi imposible debido al
gran namero de factores que intervienen. Por consiguiente, definiremos un nuevo
concepto macroscopico o estadistico llamado calor.

El valor promedio del trabajo externo o la energia 1ntercamb1ada entre un
sistema y el medio que lo rodea debido a intercambios individuales de energia
que ocurren como resultado de choques entre moléculas del sistema y moléculas
del medio que lo rodea se llama calor, Q, siempre que no pueda expresarse macros-
copicamente como fuerza por distancia. Por consiguiente, ) estd compuesta de
una suma de un gran nimero de trabajos externos individuales muy pequerios,
tales que no pueden ser expresados colectivamente como una fuerza promedio
por una distancia promedio.

El calor Q se considera positivo cuando corresponde a un trabajo externo
neto hecho sobre el sistema y negativo cuando es equivalente a un trabajo ex-
terno neto hecho por el sistema. En el primer caso decimos que el calor es absor-
bido por el sistema y en el segundo caso decimos que el calor es perdido por el
sistema.

Ya que el calor corresponde a un trabajo, debe expresarse en joules. Sin em-
bargo, el calor se expresa algunas veces en una unidad Hamada caloria, cuya
definicién fue adoptada en 1948 como 1 caloria = 4,1840 J. La caloria fue intro-
ducida originalmente como unidad de calor cuando la naturaleza de éste era
desconocida. Pero la caloria es simplemente otra unidad para medir trabajo y
energia, y no solamente calor.

Este es el momento de prevenir al estudiante a fin de que no considere el calor
como una nueva o diferente forma de energia. Es simplemente, el nombre dado
a una transferencia de trabajo y energia de tipo especial, en la cual participan
un gran nimero de particulas. Antes de que los conceptos de interaccién y de la
estructura atémica de la materia fueran claramente comprendidos, los fisicos
clasificaron la energia en dos grupos: energia mecdnica correspondiente a las
energias cinética y potencial gravitatoria, y energia no mecdnica, dividida en
calor, energia quimica, energia eléctrica, radiacion, etc. Esta divisién ya no se
justifica. Ahora los fisicos reconocen solamente energia cinética y potencial,
denotando la energia potencial con una diferente expresién segin la naturaleza
de la interaccion fisica correspondiente, y denotando con calor y radiacion dos
mecanismos de transferencia de energia. La energia quimica es simplemente un
término macroscopico para describir la energia asociada con las interacciones
eléctricas en los 4tomos y las moléculas, energia que se manifiesta en procesos
quimicos; esto es, en redistribuciones atémicas dentro de las moléculas.

Cuando no hay intercambio de energia (en la forma de calor) entre dos sis-
temas, decimos que estan en equilibrio térmico. Este es un concepto estadistico,
ya que las moléculas individuales pueden intercambiar energia, pero, en pro-
medio, la misma cantidad de energia se intercambia en una direccién que en la
otra. Para que erista equilibrio térmico entre dos sistemas, las energlas cinélicas



274 Dindmica de un sistema de particulas (9.11

moleculares promedio en los dos sistemas inleractuantes deben ser las mismas, de
modo que no sea posible un intercambio nelo de energla cinélica por colision mo-
lecular. Por consiguiente, en vista de nuestra definicion preliminar de tempe-
ratura dada en la secciéon 9.8 podemos decir que

dos sistemas en equilibrio térmico deben estar a la misma lemperatura,

Podemos también concluir que la energia se intercambia como calor solamente
cuando la temperatura de los dos sistemas es diferente.

9.11 Reformulacion del principio de conservacion de la energia
para los sistemas de muchas particulas

En las dos secciones previas hemos visto que, al tratar de sistemas compuestos
por un gran nimero de particulas, deberiamos expresar el frabajo fotal externo
como la suma de dos partes: Q + Weyxt. Aqui Wexe expresa el trabajo externo
que puede ser computado ccmo el producto de una fuerza promedio por una
distancia, tal como se discutio en la seccion 9.9, y Q representa el trabajo externo
cuando debe ser expresado como calor, segin la discusi6on de la seccién 9.10,
La ec. (9.35) para el principio de la conservacion de la energia debe serentonces
escrita en la siguiente forma -

U—U, =0 + Wex, (9.52),

—_— U U et —_— U U .
Q 0 Wext Q 0 W sist

(a) (b)

Fig. 9-18. Relacidon entre el calor, el trabajo y la energia interna.

lo cual puede ser expresado en palabras asi:

el cambio de energla interna de un sistema es igual al calor absorbido.
mds el trabajo externo efectuado sobre el sistema.

La ec. (9.52) puede ser representada graficamente por la Fig. 9-18(a): El calor @
es absorbido por el sistema mientras el trabajo Wy es efecfuado sobre el siste-
ma. Su suma Q@+ Weyxt es almacenada como energia interna U — U, del sistema.
Algunas veces, especialmente en aplicaciones de ingenieria, en lugar de escribir
el trabajo externo Weyx; hecho sobre el sistema, se escribe el trabajo externo Wt
hecho por el sistema, el cual, como se explicé anteriormente, tiene signo opuesto
al del trabajo hecho sobre el sistema. Haciendo Weyy = — Wy,st, tenemos, en
vez de la ec. (9.52), ‘

U—U, = Q— Wsise (9.53)
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La ec. (9.53) esta ilustrada en la Fig. 9-18(b): el calor Q es absorbido por el sis-
tema, el trabajo Wi es hecho por el sistema, y la diferencia @ — Wyt es alma-
cenada como energia interna U — U, del sistema.

Los enunciados relativos a las ecs. (9.52) y (9.53) constituyen lo que se llama
la primera ley de la termodindmica, que es simplemente la ley de conservacion
de la energia aplicada a sistemas de gran nimero de particulas, con el trabajo
externo convenientemente dividido en dos términos estadisticos, uno de ellos
todavia llamado trabajo y el otro llamado calor. Lo que se ha dicho es suficiente
para que el estudiante comprenda el significado de los conceptos de calor y tem-
peratura tal como se usaran en los capitulos siguientes y por ello no proseguiremos
por el momento con estos asuntos termodindmicos. (Ver el tercer volumen de

esta serie).

9.12 Teorema del virial para muchas particulas

En esta seccion extenderemos el teorema del virial, introducido en la seccién 8.13
para el caso de una sola particula, a un sistema de muchas particulas. En su
nueva forma es aplicable a la discusion de las propiedades estadisticas o promedio
de sistemas compuestos por muchas particulas, especialmente los gases.*

Consideremos primero, por simplicidad, un sistema compuesto de dos par-
ticulas, m, y m,. Definimos la cantidad escalar

A = mp-r, + My, 1y, = Zmv;- 1, (9.54)

que es simplemente una extensiéon de la cantidad A definida para una sola par-
ticula. Tomando la derivada temporal de A, tenemos :

dA dv dr dv. dr
B R SRR L T

0, dado que v; = dr,/dl, v, = dr,/dl, a; = dv,/dl ¥y a, = dv,/dt, entonces

dA

7 = (m1a1° r + m2a2'r2) + (mlui + m2v‘9'

El altimo término de la derecha, de acuerdo a la ec. (9.29), es el doble de la energia
cinética, E;, del sistema. Podemos entonces escribir

dA
T 2E; + (mya;- 1) + my@ye1y).

* Para una aplicacién elemental del teorema del virial a problemas quimicos, ver B. H. Mahan,
Quimica, Curso universitario, Bogota, Colombia: Fondo Educativo Interamericano, S. A,
1968, pag. 412.
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Usando la ec. (9.26) y recordando que Fjy = —F, y r, — 7, = T2, VEMOS que.

M@y e Ty + Myly 1y = (Fy + Fro)-vy 4+ (Fy + Fy)- 7,
=Fy v+ Fpry+ Fiye (i, — 1)
=Fy v+ Fpovy + Fppemy,.
Por tanto nuestra ecuacién se transforma ahora en

dA

—~ = 2Ex + (Fy-7r, + Fyery + Fpy-1),) = 2E;, + B,

donde, para simplificar la escritura, hemos llamado B a la expresiéon dentro delJ
paréntesis. Tomando el promedio temporal de esta ecuacién tenemos

dA
dt

2 e e e AR

.

‘J“

Recordando la definicion del promedio temporal dada en la seccion 8.13 y el1
resultado obtenido en la ec. (8.46), tenemos nuevamente

dA
dt

A A,
T

Si el tiempo 7 es muy largo y A no aumenta indefinidamente con el tiempo, la g
cantidad (A — Ag)/r puede llegar a ser tan pequefia que se considere cero. Ello}
ocurre si el sistema estd limitado, como en el caso de un gas en un recipiente,_l
porque entonces ; y 73, y también ®, y ,, en la ec. (9.54) no pueden aumentars
indefinidamente. Por tanto, poniendo (dA/dl) =0 en la ec. (9.55), encontramosj

2By, = — B = — (Fy*1 + Fy1y + Fypo1y).

Si‘en vez de dos particulas tenemos muchas, la ecuacién puede generalizarse ]

1 [ i
E, =— (Z Fieri+ > Fu-ru), (9.56) ;
2 Todas las Todos Jos pares 4

particulas de particulas

donde la primera suma en el lado derecho se refiere a las fuerzas exteriores ac-§
tuantes sobre cada particula y la segunda suma se refiere a las fuerzas interiores i
entre pares de particulas. La ec. (9.56) se llama el teorema del virial para un sis~{
tema de particulas, mientras que la cantidad en el lado derecho se llama el virial
del sistema. :

9.13 Ecuacién de estado de un gas

Una de las aplicaciones m4s interesantes del teorema del virial es la derivacién _-"
de la ecuacion de estado de un gas. Por ecuacién de estado entendemos una ecua- §
cién que describe la relacion entre cantidades macroscopicas tales como presion,
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volumen, y temperatura, que especifican el estado de un sistema. Por supuesto,
esas magnitudes macroscopicas o estadisticas son el resultado directo de la es-
tructura interna del sistema y, bajo hipétesis apropiadas, debiéramos ser capa-
ces de establecer una correlacion entre la estructura interna y el comportamiento
macroscopico.
Supongarnos que un gas esta compues- Y

to de moléculas sujetas a interacciones
mutuas y a interacciones con las pare-
des del recipiente. Supongamos también,
por simplicidad, que el recipiente es un
cubo de lado A (la prueba mas general
no requiere de esta limitacién) como se
muestra en la Fig. 9.19.

;)

Evaluemos la ec. (9.56) empezando ey !
con la primera suma, correspondiente a : |
las fuerzas exteriores. Una molécula ex- 1/{& T~ B
perimenta una fuerza exterior solamente /,) L —x
cuando choca con las paredes y rebota. HJZ
Podemos suponer que dicha fuerza es / \
perpendicular a la pared, una hipotesis /- It

que es soOlo estadisticamente correcta.
En la pared OEGH, con x =0 en todos
los puntos de la misma, una molécula
que llegue al punto P, por ejemplo, sufre una fuerza F; = u.F;. Por tanto
For; = Fix; =0, y la pared OEGH no contribuye al virial, ya que nuestra
seleccion de origen hace que z; = 0. El mismo resultado se obtiene con las pa-
redes OBCE y OHAB.

Considerando ahora la pared ABCD, una particula que llegue a @, por ejemplo,

Figura 9-19

siente una fuerza paralela, pero de direccién opuesta a 0X; esto es, F; = — u.F,

y, todas las particulas que choquen con esta pared tienen x; = a. Por consiguiente

Fi-r; = — F;a. La suma X;F;-r; para la pared considerada es — X2;Fia =
t

= —(2;Fj)a =— Fa =— pa®, donde, usando la ec. (9.46), F =pa® es la fuerza
total ejercida por el gas sobre la pared de drea A = a2, y p es la presion del gas.
Se obtiene un resultado similar para las paredes CDGE y ADGH, obteniendo
una contribucién total al virial para las seis paredes igual a:

ZiFi“l'i = - 3pa3 = _BpV’

donde V = a® es el volumen ocupado por el gas. La ec. (9.56) se transforma
entonces en

Ei, = 3pV — ¥ZiiFy - 1))

pV = 4Ex, + 3EuFy - 1y). 9.57)
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La energia cinética promedio de una molécula es tmoln, y la energia promedio
de todas las moléculas en el gas es Ej = N@3mvly,), donde N es el nimero total
de moléculas. Sustituyendo en la ec. (9.57), tenemos

1 _
pV =4{Nmuj, + —( > Fy 'rij) : (9.58)
Todos los

pares

que relaciona la presion p y el volumen V con propiedades moleculares tales
como m, brms y Fyj. Definimos la temperatura absoluta T del gas como directamente
proporcional a la energia cinética promedio de una molécula, expresandola por
la relacion

T =dmvi,. 6 kT = ki, (9.59)

donde k es una constante universal llamada constante de Boltzmann, y cuyo valor
experimental (ver nota sobre la medicién de la temperatura en la pag. 279) es

k =1,38045 x 10-2 J °K-1, (9.60)

Entonces la ec. (9.58) se transforma en

pV = NkT + 1 > Fij-ry). (9.61) i
Todos los '
pares

‘

Hemos llegado a la ecuacion de estado de un gas. No estd atn en su forma i
final porque no hemos evaluado el wltimo término, que depende de las fuerzas '
intermoleculares. Para evaluarlo debemos hacer alguna hipétesis sobre la natu-:
raleza de las fuerzas intermoleculares.

Por el momento, postulemos un gas “ideal” que puede considerarse como un .
modelo muy simplificado. Un gas ideal es aquel en el que las fuerzas intermo-
leculares son consideradas nulas. Entonces el tltimo término de la ec. (9.61) 3
desaparece, y la ecuacion de estado para un gas ideal es

pV = NkT. (9.62)

Esta ecuacién es obedecida con sorprendente buena aproximaciéon por muchos
gases, lo cual indica que las fuerzas intermoleculares son despreciables, excepto
cuando las moléculas se encuentran muy proximas o la temperatura es muy baja. .
La caracteristica interesante de la ec. (9.61) es que expresa claramente el efecto
de las fuerzas moleculares en la presion del gas. Por ejemplo, vemos que si las
fuerzas intermoleculares son atractivas, los productos F;-r;; son todos negativos, |
de modo que el miembro derecho de la ec. (9.61) sera menor que para un gas .
ideal, dando como resultado una presién menor, resultado que estd de acuerdo |
con nuestra intuicion fisica.

St a5t e

EJEMPLO 9.16. Obtener la ecuacién de estado de un gas ideal computando direc- -
tamente la presién ejercida por el gas sobre las paredes del recipiente.
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Solucién: El estudiante puede recordar del ejemplo 9.2 que la presién de un chorro
de gas sobre el area A de la pared es

2 2
p= % = 2Anva cos* 9 = 2nmv? cos?0,

donde v cos 8 es la componente de la velocidad molecular a lo largo de la normal
a la pared. Ello da la presién debida a las moléculas que se mueven en una direc-
cién que hace un angulo 8 con la normal a la pared. Por tanto en este caso n no es
el nimero total de moléculas por unidad de volumen sino solamente el nimero
de aquellas que se mueven en tal direccién. Por consiguiente debiéramos empezar
por hallar qué fraccién de moléculas se mueven en un angulo 6 con la normal y
sumar (en realidad integrar) sus contribuciones para todas las direcciones. En cam-
bio, procederemos en una forma mds simple e intuitiva que esencialmente conduce
al mismo resultado.

Podemos, sin peligro, suponer que estadisticamente, en un instante particular,
una mitad de las moléculas tienen una componente de su velocidad dirigida hacia
la pared y la otra mitad esta alejandose de la pared. Debemos entonces reemplazar n
por in, ya que solamente in van a chocar con la pared. Por otra parte, si la pared
es A BCD en la Fig. 9.19, entonces » cos 8 es la componente »: de la velocidad a lo
largo del eje X que es normal a la pared escogida. Haciendo esos cambios en la ex-
presién anterior para p, tenemos

p = 2(n)mwz.

La magnitud de la velocidad es »* = vz + vy + ;. En realidad debemos usar el
valor promedio virms y por tanto vfms =vz,rms +pyrms + U jrms. Pero podemos su-
poner que si el gas es homogéneo, las direcciones de las velocidades moleculares es-
tan distribuidas isotrépicamente : Asi birms = vjrms = Virms y por tanto virms =
= 4vims. Haciendo esas sustituciones en la expresién de p, tenemos

AN

3 V ’

ya que n = N/V, donde N es el numero total de moléculas y V es el volumen.,
Por consiguiente

p = 2(3n)m(4pfms) = }nMVims =

pV = iN mvims.

Este resultado coincide con la ec. (9.58), excepto que falta el término correspon-
diente a las fuerzas interiores y por tanto la ecuacién corresponde a un gas ideal.
La ventaja del método del virial es que muestra claramente cémo tomar en cuenta
las fuerzas intermoleculares. ;Puede imaginar el estudiante alguna forma de incor-
porar las fuerzas intermoleculares dentro del contexto de este ejemplo?

Nota sobre la medicién de la temperatura En la seccién 9.8 asociamos la tem-
peratura de un sistema de particulas con la energia cinética promedio de una
particula en el sistema de referencia del centro de masa. En la ec. (9.59), que es
$kT = dmvims, fuimos mas especificos en lo que se reflere a la relacién entre la
temperatura de un gas y la energia cinética promedio de las moléculas del gas.
Sin embargo, consideraremos ahora dos importantes aspectos : Primero, al definir
la ec. (9.59) introdujimos dos nuevas cantidades, T (la temperatura absoluta) y k
(la constante de Boltzmann), debemos decidir c6mo se pueden medir independien-
temente. Segundo, el estudiante tiene un concepto intuitivo de la temperatura
basado en la experiencia sensorial, y reflejado en sus sensaciones de caliente y frfo.
Esta acostumbrado a medir la temperatura en términos de un nimere dado por un
artefacto llamado fermdmetro. Por consiguiente, es necesario correlacionar nuestra
definicién de temperatura con esta nocién intuitiva.
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Consideremos una masa M de gas que contiene N moléculas. Si despreciamos el
efecto de las fuerzas intermoleculares, la ecuacién de estado esta dada por la ec. (9.62);
esto es pV = kNT. Supongamos que llevamos el gas al equilibrio térmico con
algin otro sistema fisico que podemos suponer se mantiene a una temperatura fija.
Este sistema puede ser una mezcla de agua v hielo en su punto de congelamiento
y a la presién normal de una atmésfera. Medimos la presién y el volumen del gas
a esta temperatura, y obtenemos los valores p, y V,, respectivamente. Decidimos
luego asignar un valor conveniente (pero arbitrario) T, a la temperatura fija,
la cual es también la temperatura del gas. Por consiguiente, podemos escribir
PoVy = kENT. Esto fija automaticamente el valor de la constante de Boltzmann,
k= p,V,/NT, donde N puede obtenerse si conocemos la masa de cada molécula.

Para determinar la temperatura del gas cuando su presién es P y su volumen
es V, de modo que pV = kNT, simplemente eliminamos el factor kN, usando los
valores patrén, y obtenemos

T =TypV/pVy),

lo que da T en términos de nuestro patrén de temperatura T, y de otras canti-
dades medibles. En esta forma nuestra masa de gas se ha convertido en un fermd-
melro de gas. En vez de un gas podemos usar otras sustancias como termoémetros,
tales como un liquide, o una varilla metalica cuyas dimensiones (volumen o lon-
gitud) cambian con la temperatura. Puesto que la ecuacién de estado de esas sus-
tancias es mas complicada, en la prictica calibramos esos termémetros usando un
termémetro de gas. En este caso el termémetro coincide con el termémetro de gas
solamente en los puntos de calibracién. Ya que la propiedad escogida puede no va-

riar linealmente con la temperatura, pueden existir pequefias discrepancias en las .

temperaturas intermedias.

Podemos escoger el valor de T, de acuerdo con varios criterios. Por ejemplo,
podemos escoger otro proceso que concebiblemente ocurra a una temperatura fija,
tal como la ebullicién del agua a cierta temperatura y a la presién normal de una
atmésfera. Podemos entonces decidir que la temperatura de este segundo punto
de referencia esté a 100 unidades o grados encima de T,. Si P Y V, son la presién
y volumen del gas a esta nueva temperatura, tendremos que p,V, = kN(T,+100).
Obteniendo kN de la ecuacién p,V, = kNT,, y sustituyendo este valor en la ecua-
cidn anterior, encontramos que

Ty = 100p, VoD, Vi— DPoVo)s

de la cual podemos obtener un valor numérico para T,. El valor obtenido para T,
como resultado de este tipo de experimento (y muchos otros experimentos usando
otras técnicas) es T, = 273,15. Cada una de estas unidades se llama Kelvin, y se
designa por K.

Es importante darse cuenta que nuestra técnica para medir temperaturas estd
basada en la aproximacién del gas ideal. Si usamos diferentes gases, los resultados
obtenidos seran direrentes porque el efecto de las fuerzas intermoleculares, tal como
aparece en la ec. (9.61), es diferente para cada gas. Generalmente se usa el hidré-
geno o el helio. Es sumamente conveniente poder establecer una escala de tenipe-
ratura independiente de la sustancia usada, asunto que es discutido en termo-
dinamica y que no sera tratado aqui.

9.14 Movimiento de un fluido

Los principios generales que hemos discutido en este capitulo para sistemas de :
particulas pueden ser facilmente aplicados a la discusién del movimiento de un |

fluido. Consideremos, por simplicidad, un fluido (esto es, un liquido o un gas)
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moviéndose a lo largo de un tubo cilindrico de seccion A (Fig. 9-20). El tubo
puede estar orientado en cualquier direccion, y, por tanto, se puede tomar el
eje X en coincidencia con su eje. Nos concentraremos en un elemento de volumen
de espesor dr y volumen A dx. Aunque este volumen es pequeiio, contiene todavia
un gran namero de moléculas, Podemos discutir su movimiento, usando la ec. (9.9)
con la masa M reemplazada por p(A dx), donde p es la densidad del fluido. El
centro de masa puede suponerse que coincide con el centro de volumen, si el
fluido es homogéneo, y vgm se llama la velocidad del fluido en tal punto. En
nuestro caso es paralela al eje X.

Figura 9-20

Debemos ahora determinar la fuerza exterior resultante que actia sobre el
volumen del fluido. Sean p y p’ los valores de la presién a la izquierda y a la
derecha del volumen. El fluido a la izquierda produce una fuerza pA sobre el
elemento de volumen, dirigida hacia la derecha, y el fluido a la derecha produce
una fuerza p‘A dirigida hacia la izquierda. Por tanto la componente X de la
fuerza exterior resultante sobre el elemento de volumen debida a la presi6n es

dFy = —p'A + pA =— (p’' — p)A.
Pero p’ — p es la diferencia de presién entre dos puntos separados por una dis-
tancia dx; por tanto p’ — p = dp. Luego
dF, = — (dp)A = — 2P (4 do).
dr

Dado que A dr es el volumen, concluimos que la fuerza por unidad de volumen
a io largo del eje X debida a la presion es

__ 9
fp=—— (9.63)

Este resultado, al compararlo con la ec. (8.23), sugiere que podemos considerar
la presién como energia por unidad de volumen. Podemos ver que esto es di-
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mensionalmente correcto, ya que p se expresa en N m—2 lo que es lo mismg
que (N m)m-3 o J m-3,

Ademass de la presion puede haber otras fuerzas exteriores (tales como la gra-
vedad o un campo eléctrico o magnético externo) actuando sobre el fluido dentro
del elemento de volumen. Digamos que f, es cualquier fuerza por unidad de vo-
lumen (por ejemplo el peso por unidad de volumen); la fuerza resultante externa
sobre el fluido dentro del elemento del volumen es (fy+f.)A dz=(—dp/dx+f.)A dx.
(Las fuerzas entre las moléculas dentro del elemento del volumen son fuerzas
internas, y no deben ser tomadas en cuenta). Por consiguiente, la ecuacion del
movimiento de acuerdo a la ec. (9.9) (y aqui dejamos de poner el subindice cm
en la velocidad), es

dv _ __d_p
(pAdx)—E—( Te —|—fe)Ad:c

o, cancelando el factor comin A dx, tenemos

dv dp
—— IR e ti— - 9-
P di dr + f e ( 64)
Si la fuerza f, es conservativa, tenemos que f, = — dep/dx, donde E, es la ener-

gia potencial correspondiente por unidad de volumen. Entonces

dv dp dEp d
P a T T & T w e TE (8-85)

Antes de proseguir, debemos ser mas especificos acerca de la naturaleza del
movimiento de un fluido. El movimiento de un fluido se dice que es estacionario
cuando la forma del movimiento no cambia con el tiempo. Esto significa que,
aunque la velocidad de un elemento de fluido puede cambiar cuando el elemento
de fluido cambie de posicién, la velocidad del fluido en cada punto del espacio
permanece la misma. Para ser mas precisos, si seguimos a un elemento de fluido
en particular a lo largo de su trayectoria (Fig. 9-21) podemos encontrar que cuando
estd en A su velocidad es v y cuando estd en A’ su velocidad es &’. Pero si el mo-
vimiento es estacionario, fodes los elementos de fluido tendran la velocidad »
cuando pasen por A y la velocidad »’ cuando pasen por A’. De esta forma, la
velocidad del fluido puede ser considerada como una funcién de posicién en vez
de una funcién de tiempo. Cuando el movimiento no es estacionario, las veloci-
dades en cada posicion pueden cambiar con el tiempo. Por ejemplo, si en un
cierto instante la velocidad del fluide en A es v, en un instante posterior la velo-
cidad, en general, serd diferente. En lo que sigue consideraremos solamente el
movimiento estacionario.

En el caso del movimiento estacionario, si df es el tiempo requerido por el
elemento de fluido para moverse una distancia dr, podemos escribir que
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Velocidad mayor,
Presién menor

Fuerza -
resultante

Velocidad menor,
Presién mayor

Fig. 9-21, Fluido en movimiento es- Fig. 9-22. Empuje del aire sobre el
tacionario. Las lineas mostradas se ala de un aeroplano.
llaman lineas de corrienle.

Sustituyendo esto en la ec. (9.65), tenemos
d d

—_ 02 — e N

de(%) dx(P+Ep)

Suponemos que el fluido es incompresible (esto es, que su densidad es constante);
por consiguiente el miembro izquierdo de la ecuacion se transforma en d(3pv?)/dx,
y podemos escribir la ecuacién en la forma

d
= @ +p + Ep) =0

0 sea
$p? + p + Ep = const. (9.66)

Este resultado, conocido como el teorema de Bernoulli, expresa la conservacion
de la energia en el fluido. El primer término es la energia cinética por unidad
de volumen; el segundo es interpretado como la energia potencial por unidad de
volumen asociada con la presion, y el tercer término es la energia potencial por
la unidad de volumen debida a todas las otras fuerzas exteriores. Por consiguiente
si todas las fuerzas que actian sobre el fluido son conservativas, y seguimos el
movimiento de un pequeiio volumen del fluido, encontraremos que la energia
total por unidad de volumen permanece constante.

En el caso particular en que la fuerza exterior actuante es la gravedad, g; = pgz
y la ec. (9.66) se transforma en

31pv?® + p + pgz = const. (9.67)

Consideremos dos casos importantes. Cuando el fluido se mueve en la direccion
horizontal solamente, el término pgz permanece constante y la ec. (9.67) se reduce a

3pv® + p = const. (9.68)

Asi, en un tubo horizontal, a mayor velocidad, menor presién, e inversamen-
te. Este efecto se usa para producir la elevacién o empuje de un aeroplano
(Fig. 9-22). El perfil del ala esta diseiado de tal modo que el aire tenga mayor
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velocidad encima del ala que debajo de ella, lo que produce una mayor presién
por debajo. Esto produce una fuerza resultante total hacia arriba. Si A es el
drea del ala, la fuerza hacia arriba es F = A(p, — p,) = 34 p(v2 — v}) donde los
subindices 1 y 2 se refieren a las condiciones por debajo y por encima del ala,
Dado que ‘

'H"g —v]) = (v, — )V, + vy),

podemos decir, con suficiente aproximacioén, que v = 4(v, + p,) es igual a la velo-
cidad del avi6n, relativa al aire. Entonces la fuerza resultante neta hacia arriba,
0 emplije, es

F = Apv(v, — v,).

Como segundo ejemplo, consideremos un fluido en reposo o moviéndose con
velocidad constante dentro de un tubo. Bajo tales circunstancias, el término
4pv? puede ser omitido en la ec. (9.67), la que entonces se reduce a p+ pgz=const.
Designando la constante por p,, tendremos entonces que la presiéon en un fluido
compresible en equilibrio estd dada por

P = pp — pg2. (9.69)

Obviamente, p, es el valor de la presién en z = 0. .
Nuestra discusiéon puede ser extendida a los casos en que el fluido es compre-n,
sible o las fuerzas no son conservativas. (Esta ultima situacién se presenta, porg
ejemplo, cuando el fluido hace {rabajo exferno al impulsar cierto mecanismo,’
tal como wna turbina en una instalacién hidroeléctrica, o cuando 1ntercamhu2
calor con los alrededores, como en una planta quimica industrial). Omitirem
dichas consideraciones aqui, sin embtu%4
go, ya que ellas pertenecen a cursos més:
especializados.
Un 1ltimo principio que es muy nnpon-
tante para discutir el movimiento de uny
fluido es la ecuacion de continuidad, que
expresa la conservaciéon de la masa delf
fluido. Consideremos el fluido moviéndosé
dentro de un tubo como se musgst
la Fig. 9-23 bajo condiciones estacios

pierde masa en ningin punto. Sean Ay
y A, dos secciones del tubo. El volumen

Figura 9-28

base A, y longitud v,, con un volumen A,p, y por tanto la masa de fluido ques
ha pasado a través de A, en la unidad de tiempo es p,A,r,. Andlogamente teneé~
mos que p,A,v, es la cantidad de fluido que pasa por A, por unidad de tiempod
La conservacién de la masa, bajo las condiciones enunciadas, requiere que amba#
masas sean iguales entre si, o sea

AW, = pgAgly, (9‘702
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Figura 9-24

la cual se llama ecuacién de continuidad. Si el fluido es incompresible, la densidad
permanece la misma y la ec. (9.70) se reduce a

A, = A, (9.71)

indicando que la velocidad del fluido es inversamente proporcional a la seccién
del tubo, resultado que est4 de acuerdo con nuestra intuicién fisica.

EJEMPLO 9.17. Para determinar la velocidad de un fluido en un tubo se puede
usar un medidor de Venturi, ilustrado en la Fig. 9.24. Dos medidores de presién
G, ¥ G; miden la presién en el tubo y en una constriccién de él. Obtener la veloci-
dad v, en términos de la diferencia de presién p, — p,.

Solucién: Para obtener la expresiéon de la velocidad, notamos que si v, y v, son las
velocidades en ambas secciones, de areas A, y A,, respectivamente, la ecuacién
de continuidad (9.71) da A,», = Ay, 6 v, = (A,/A,)p;. Por otra parte si el tubo
es horizontal, el teorema de Bernoulli en la forma de la ec. (9.68) da

100} + py = $p0} + o
Insertando el valor de v, obtenido previamente y despejando »;, obtenemos fi-

nalmente
b — V 2(p, — py)
1 = |/ .
pl(4,/A,)* —1)
La cantidad de fluido que pasa a través de cualquier seccién del tubo por unidad
de tiempo es

2 —_
V = AIDI = AIAI -_"'(_P%—_—p—!-z-“ = K Vpl_p"
l p(Ar — Ay)

donde K es una constante que depende del tubo y de la naturaleza del fluido.
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Problemas

9.1 Un sistema esta compuesto de tres
particulas con masas de 3, 2 y 5 kg.
La primera particula tiene una velocidad
de uy(6) m s-!. La segunda se mueve
con una velocidad de 8 m s-1. En una
direccidon que hace un angulo de —30°
con el eje X. Hallar la velocidad de la
tercera particula de modo que el centro
de masa permanezca en reposo con rela-
cién al observador,

(des- ¥
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Figura 9-25

Addison-Wesley, 1958, cap. 25 4

Addison-Wesley, 1953, cap. 1}

9.2 En un determinado instante, tress
particulas se mueven como se muestrag
en la Fig. 9-25. Estdn sujetas inicamenteg
a sus interacciones mutuas, de modo}
que no hay fuerzas exteriores. Despuésj
de un cierto tiempo, son observadas de§
nuevo y se encuentra que m,; se muev
en la forma que se muestra, mientra®
m, estda en reposo. Hallar la velocidady
de m;. Suponer que m, = 2 kg, my =

F C' my

3m
my
0 X
4m 11;‘2
Figura 9-26



=0,0kg,my=1kg, 0, =1ms, v, =
=2msYLoy=4mslyp =3ms-L
Hallar Ia velocidad del cm del sistema
en los dos instantes mencionados en el
problema. En cierto momento las posi-
ciones de las masas son m(—0,8 m,
—1,1 m), my(0,8 m, ~~1,1 m), m; (1,4 m,
0,8 m). Dibujar una linea que muestre
Ja trayectoria del centro de masa del
sistema.

9.3 Lasmasasm, = 10 kg y m; = 6 kg
estin unidas por una barra rigida de
masa despreciable (Fig. 9-26). Estando
inicialmente en reposo, se hallan bajo
la accién de las fuerzas F, = u(8) N
y F, = uy(6) N, como se muestra.
(a) Hallar las coordenadas de su centro
de masa como funcién del tiempo. (b)
Expresar el momentum total como fun-
cién del tiempo.

9.4 Las masas en la Fig. 9-27 estin
inicialmente en reposo. Suponiendo que
m;, > m,, hallar la velocidad y acelera-
cion de sus cm en el instante ¢,

L]

Figura 9-27

9.5 Un chorro de liquido, dirigido en un
angulo 6, choca con una superficie plana
(Fig. 9-28). El liquido, después de hacer
impacto en la superficie se extiende
sobre ella. Hallar la presién sobre la
Superficie. La densidad del liquido es ¢
¥ su velocidad es v.

9.6 Determinar la posicién del cm y la
Mmasa reducida de los siguientes siste-
mas : (a) tierra-luna, (b) sol-tierra. Usar
los datos dados en la tabla 13-1. En-
Contrar también el momentum angular
Interno de cada sistema, Repetir el mismo
Problema para las moléculas CO y HCL
La longitud del enlace de la molécula CO

Problemas 287

Figura 9-28

es 1,13 X 10-m y la de la molécula HCl
es 1,27 x 10-1° m,

9.7 Deos particulas de masas 2 kg y
3 kg se mueven, con relacién a un obser-
vador, con velocidades de 10 m s-1, a lo
largo del eje X, y 8 m s-! en un 4ngulo
de 120° con el eje X, respectivamente.
(a) Expresar cada velocidad en forma
vectorial. (b) Hallar la velocidad del cm.
(c) Expresar la velocidad de cada par-
ticula respecto del centro de masa.
(d) Hallar el momentum de cada par-
ticula en el sistema cm. (e¢) Hallar la
velocidad relativa de las particulas. (f)
Calcular la masa reducida del sistema.
(g8) Verificar las relaciones dadas en el
ejemiplo 9.4.

9.8 Determinar la energia cinética total
de las particulas del Problema 9.7, con
relacién al laboratorio y con relacién
a su cM. Usar dos métodos diferentes
para el segundo calculo, Verificar las
relaciones dadas en el ejemplo 9.8.

9.9 Suponer que las particulas del Pro-
blema 9.7 estan en los puntos (0,1,1)
¥ (—1,0,2), respectivamente. (a) Hallar
la posicion del cm. (b) Determinar el
momentum angular del sistema con rela-
cién a su cMm. (¢) Obtener el momentum
angular con relacién al origen. Usar mé-
todos diferentes para (b) y (c).

3.10 Un ntcleo de U®® en reposo se
divide en dos fragmentos, con masas
de 140 amu y 90 amu. La Q de la reaccién
es 190 MeV. Hallar las energias y velo-
cidades de los dos fragmentos.

9.11 Un nicleo U®2 en reposo se des-
integra, emitiendo una particula alfa
(m = 4 amu) y dejando un ntcleo resi-
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dual de Th?¢ (M =~ 234 amu). La energia
total disponible es 4,18 MeV. Encontrar
(a) la energia cinética de la particula alfa
y del nicleo residual, (b) sus momenta,
y (c) sus velocidades.

9.12 'Un nucleo, originalmente en re-
poso, se desintegra emitiendo un electrén
de momentum 9,22 x 10-% m kg st
y, en 4ngulo recto a la direccién del
electr6n, un neutrino con momentum
5,33 x 10-21 m kg s-1. (a) En qué direc-
ci6n retrocede el nucleo residual? (b)
(Cudl es su momentum? (c) Suponiendo
que la wmasa del nucleo residual es
3,90 x 10-% kg, ;cuales son su velocidad
y su energia cinética?

9.13 Una granada de masa m expiota
en varios fragmentos. La explosioén tiene
un valor Q positivo. (a) Demostrar que
si la granada explota en dos fragmentos,
ellos se mueven en direcciones opuestas
en el sistema C de referencia. (b) De-
mostrar que si la granada explota en
tres fragmentos, sus momenta y veloci-
dades, relativos todos al sistema C de
referencia, se encuentran en un solo
plano. (c¢) Si el namero de fragmentos
es mayor que 3, ;hay alguna condicién
especial que tenga que ser satisfecha
por los momenta de los fragmentos rela-
tivos al sistema C de referencia? (d)
Demostrar que si la granada se divide
en dos fragmentos iguales, sus momenta
y velocidades en el sistema C de refe-
rencia son iguales a (mQ/2)Y/? y (2Q/m)'/,
respectivamente. (e) Demostrar que si
la granada se divide en tres fragmentos
iguales emitidos simétricamente en el
sistema-C, sus momenta y velocidades
en este sistema son 3(2mQ)V2y $(2Q/m)'/2,
respectivamente. (f) Repetir (e), supo-
niendo que dos fragmentos son emitidos
con la misma velocidad relativa al sis-
tema-C pero en direcciones que hacen
un angulo de 90° entre si. (g) ;Como
aprecia los resultados de (d) y (e) un
observador en el sistema-L, si, en el
momento de la explosion la granada se
esti moviendo con wuna velocidad
}20Q/m)'/® relativa al sistema-L, y en
la misma direccién que tomaria uno de
los fragmentos resultantes?

9.14 Se dispara wun proyectil en un
angulo de 60° con la horizontal con una
velocidad de salida de 400 m s-'. En

Dindmica de un sistema de particulas

el punto mas alto de su trayectoria ex-
plota en dos fragmentos de igual masa,
uno de los cuales cae verticalmente,
(a) (Cuan lejos del punto de dispare
choca el otro fragmento con el suelo,
si es que el terreno esti nivelado? (b)
(Cudl fue la energia liberada en la ex-
plosion?

9.15 Una granada de masa M estd
cayendo con una velocidad v,, y se halla
a una altura h, cuando explota en dos
fragmentos iguales que inicialmente se
mueven horizontalmente en el sistema-C,
La explosién tiene un valor  igual a
Mpv:. Determinar los puntos donde los
fragmentos chocardn con el suelo com
relacién al punto directamente debajo
de la granada en el momento de la exH
plosién. 1

9.16 Repetir el Problema 9.15 para unﬁ
granada que se mueve horizontalments
en el instante de la explosion. ;

. .17 Una bola, con masa de 4 kz%

velocidad de 1,2 m s-!, choca frontals
mente con otra bola de masa 5 kg moy
viéndose a 0,6 m s-! en la misma direo%
cién. Encontrar (a) las velocidades des-
pués del choque (suponiendo que es elds=
tico), (b) el cambio en el momentunt
de cada bola. ﬁ

9.18 Repetir el problema anterior, sud
poniendo que la segunda bola se muevd
en direccion opuesta. ;

9.19 Repetir los dos problemas ante
siores si las dos bolas contintian mog
viéndose juntas.

9.20 Una particula de masa 0,2 Kk
moviéndose a 0,40 m s-! choca con 0
particula de masa 0,3 kg, que estd ef
reposo. Después del choque la primer
particula se mueve a 0,20 m s-! en ung
direccién que hace un angulo de 44§
con la direccién original. Hallar la velof
cidad de la segunda particula y la §
del proceso.

9.21 La Fig. 9-29 ilustra un péndul§
balistico. Se usa para determinar la veld
cidad de una bala midiendo la altura k'l
1a que el bloque se eleva después de que I8
bala se ha incrustado en él. Demostr#®
que la velocidad de la bala estid dada po#

V%H (m; + my)/my,
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Figura 9-29

donde m, es la masa de la bala y m, Ia
masa del bloque.

9.22 Una bala de nrasa m y velocidad v
pasa a través de la esfera de un péndulo
de masa M saliendo con una velocidad v/2
(Fig. 9.30). La esfera pendular cuelga
del extremo de la cuerda de longitud L
;Cuadl es el menor valor de » para el cual
el péndulo completara una circunferencia
entera?

Figura 9-30

9.23 Una particula de 5 kg de masa
moviéndose a 2 m s-1, choca con una
particula de 8 kg de masa inicialimente
en reposo. Si el choque es elastico,
hallar la velocidad de cada particula
después del choque (a) si el choque es
frontal, (b) si la primera particula se
desvia 50° de su direccidn original de
movimiento. Expresar todas las direc-
Ciones en relacién a la de la particula
Incidente,
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9.24 Una particula de masa m, movién-
dose con velocidad v, choca elastica y
frontalmente con otra particula de
masa M mayor que m teniendo (a) un
momento igual pero opuesto, (b) la
misma energia cinética, pero moviéndose
en la direccién opuesta, Computar en
cada caso la velocidad de la primera
particula después de la colisién. (c) De-
mostrar que si M estd en reposo y es
mucho mayor (que m, el cambio en la
energia cinética de m es

AEx/Ex ~ —4(m/M).

9.25 Se ha encontrado experimental-
mente que una colisién frontal (o central)
de dos esferas sélidas, tales como dos
bolas de billar, las velocidades después
del choque estan relacionadas con las
velocidades antes del choque por la ex-
presién p; — v; = —e(v, — vy) donde e
es el coeflciente de restitucién y tiene
un valor entre cero y uno. Esta relacién
fue propuesta por Newton y tiene validez
solamente aproximada. Aparte de todo

~ ello, se conserva el momentum en el

choque. Probar lo siguiente: (a) las
velocidades después del choque estan
dadas por

r_ vy(my — mge) + vamy(l + €)

Uy
m + m,
y
! nm(l + e) + py(my, — mye)
: m 4 my
(b) La  de la colisién es
mym
—3(1 — e?) ——22— (v, — v,)2
H1— ) -, —0y)

(c) ;Cual deberia ser el valor de e para
que la colisién fuera elastica?

9.26 En una colisién pldstica los dos
cuerpos se mueven juntos después del
choque. (a) ;jCudl es el valor del coefi-
ciente de restitucién e? (b) Computar
la Q de la reaccién directamente, y tam-
bién mediante el resultado del Problema
9.25 con el valor apropiado de e.

9.27 Si las masas de las bolas m; y my
en la Fig. 9-31 son 0,1 kg y 0,2 kg, res-
pectivamente, y si m; es soltada cuando
d = 0,2 m, hallar las alturas a las que
regresardn después de chocar si la coli-
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sién es (a) elastica, (b) ineldstica con un
coeficiente de restitucién = 0,9, (c) plas-
tica (¢ = 0). Resolver el problema tam-
bién para el caso en que l1a masa m, es
elevada y soltada contra la masa esta-
cionaria m,.

9.28 Discutir los resultados fisicos de
un choque en que el valor de e es (a) ne-
gativo, (b) mayor que uno. ;Concluye
Ud. entonces que esos valores de e son
permitidos para un choque entre dos
esferas sdlidas?

9.29 Suponiendo que el segundo cuerpo
en el Problema 9.25 estd en reposo y
que su masa es muy grande comparada
con la del primero, hallar la velocidad
de cada cuerpo después de la colisién,
y también encontrar el valor de Q.
Aplicar este resultado a la determinacién
de la altura del rebote, para un cuerpo
soltado desde una altura h sobre el suelo.
Efectiie el experimento por si mismo
y estime el correspondiente valor de e.

9.30 Probar que el tiempo necesario
para que la bola del Problema 9.29
termine de rebotar es t = } 2h/g (1 + e)/
(1—e).

9.31 Demostrar que si la bola del Pro-
blema 9.29 choca con el suelo bajo un
angulo « con la vertical, rebota en un
angulo B, dado por tg B = (1/e) tg a,
con una velocidad v’ =v} e?cos? « 4 sen?«.
Usar dicho resultado para discutir el
movimiento de una bola soltada desde
una mesa con una velocidad horizontal
inicial p,. Bosquejar la trayectoria, supo-
niendo que rebota varias veces en el
suelo.

9.32 Probar directamente que si la
energia y el momentum se conservan en
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un choque elastico, entonces

us(vy —v;) = —u-(v; — vy),
donde u es un vector unitario en 1
direccién en la cual el momentum d
una de las particulas ha cambiado. Est
resultado significa que en la colisién L
componente de la velocidad relativa ;
lo largo de la direccién del intercambi
de momentum ha cambiado de sentidg
Aplicar esto al caso de una colisié
frontal. Comparar con los resultados de
Problema 9.25 tomando e = 1. Suge
rencia: Escribir las leyes de conserva
cién, poniendo todos los términos corres
pondientes a cada particula en un ladq
de cada ecuacién.

9.33 Un neutrén, con energia de 1 MeV
se mueve a través de (a) deuterio j
(b) carbén. Estimar para cada materia
el nimero de colisiones frontales reque
ridas para reducir la energia del neutrér
a un valor termal de aproximadament:
0,025 eV. La probabilidad relativa d¢
captura del neutrén por parte de esot
materiales es 1:10. ;En cuil de estot
materiales hay mayor probabilidad de
que el neutrén sea capturado antes de
ser frenado?

9.34 Probar que en una colisién de una
particula de masa m,, moviéndose cor
velocidad v, en el sistema-L, con una
particula de masa m, en reposo en el
sistema-L, los angulos bajo los cuales
la primera particula se mueve después
de la colisién con relacién a su velocidad
inicial estdn dados por tg 6 = sen ¢
(cos ¢ 4+ 1/A), donde A = my/m, y los
angulos O y ¢ se refieren a los sistemas
L y C, respectivamente.

9.35 Verificar, para las particulas del
problema anterior, que si m; = m, en-
tonces 6 = 4 4. ;Cudl es el maximo
valor de 6? :

9.36 Refiriéndose al Problema 9.34, de-
mostrar que el valor maximo de 6 para
A arbitraria estd dado por tg 6 =
=A/J1 — A Discutir la situacién cuan-
do A es mayor que uno y cuando es me-
nor que uno. r

9.37 Al analizar la defleccién de pard
ticulas alfa que se mueven a través del
hidrégeno, los fisicos han encontrado
experimentalmente que la maxima de-~




fleccién de una particula alfa en el sis-
tema-L vale alrededor de 16°. Usando
los resultados del Problema 9.36, estimar
la masa de la particula alfa relativa
a la del hidrégeno. Comprobar su res-
puesta con los valores experimentales
obtenidos por medio de otras técnicas.

9.38 Probar que si la energia cinética
interna de un sistema de dos particulas
es Ei® cM, las magnitudes de las veloci-
dades de las particulas relativas al
CM SOn :

Ul == [ngEk,CM/ml(ml + In.g)]l/2

v, = [2m,Er.cu/my(my + my)V2.

9.39 Para las dos particulas en la Fig.
9-32, sabemos que m;, = 4 kg, m, = 6 kg,
v, =ux{2) M s~ y v, = uy(3) m s-1,
(a) Determinar el momento angular total
del sistema relativo a O y relativo al cm
y verificar la relacién entre ambos valo-
res. (b) Determinar la energia cinética
total relativa a O y relativa al cm y
verificar la relacién entre ambas.
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Figura 9-32

9.40 Suponer que las particulas del
problema anterior estan unidas por un
resorte elastico, de constante 2 x 10-3
N m-1, inicialmente sin estirar. (a) {Cémo
afectara esto al movimiento del cm del
sistema? (b) ;Cual es la energia interna
total del sistema? jPermanecera cons-
tante? (c) En cierto instante, el resorte
esta comprimido en 4 cm. Hallar las
energias internas cinética y potencial
de las particulas. (d) Determinar las
magnitudes de las velocidades relativas
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al cm (ypuede Ud. también determinar
sus direcciones?). Asimismo determi-
nar (e) la magnitud de su velocidad rela-
tiva, (f) el momento angular del sistema
con relaciéon a O y con relacién a cm,

9.41 Dos masas conectadas por una
varilla ligera, como se muestra en la
Fig. 9-33, estan en reposo sobre una su-
perficie horizontal sin friccién. Una ter-
cera particula de masa 0,5 kg se aproxima
al sistema con velocidad », y choca con
la masa de 2 kg. ;Cudl es el movimiento
resultante del cm de las dos particulas
si la masa de 0,5 kg rebota con una velo-
cidad »r tal como se muestra?

ri=11s7!

SR

Figura 9-33

9.42 La energia potencial debida a la
interaccidn entre un protén y un atomo
de deuterio es Epint = 2.3 x 10-28/r J,
donde r es la separacién entre los dos,
expresada en metros. En un instante
particular, un protén de energia 0,5 MeV
esta a 2 X 10-12 m de un atomo de
deuterio en reposo, referidos todos al
sistema-L. (a) Hallar la energia cinética
del sistema en los sistemas de referencia
L y C, asi como la energia potencial in-
terna (Mproton = 1,0076 amu, Mdeuteron =
= 2,0147 amu). (b) Después de un cierto
tiempo el protén estd a 10-1* m del
atomo de deuterio. Hallar la energfa
cinética del sistema en los sistemas L
y C, asf como su energia potencial.
(¢) Hallar la magnitud de la velocidad
del ¢M en ambos casos.

9.43 Designando la tierra, la luna, y el
sol, con subindices T, L, y S, respectiva-
mente, escribir en extenso la ec. (9.34)
para sistemas que consisten de (a) la
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tierra y la luna, (b) la tierra, la luna
y el sol.

9.44 Se mantiene un gas a presién de
20 atm, mientras que se expande de un
volumen de 5 x 10-* m?® a otro de
9 x 10— md ;Qué cantidad de energia
en forma de calor debe ser proporcio-
nada (a) para mantener su energia in-
terna constante? (b) para aumentar su
energia interna en una cantidad igual
a la del trabajo externo hecho. Expresar
sus resultados en calorias y en joules.

9.45 Un gas se expande de tal modo
que en cada momento la relacién entre
su presién y su volumen es pVY = C,
donde y es una constante apropiada.
Demostrar que el trabajo efectuado al
expandirse del volumen V; al volumen V,
es

W=(@V,—pVa)/(y—1).

9.46 Recordamos (Problema 2.8) que
un mol de una sustancia es una cantidad
(expresada en gramos) igual a su masa
molecular (o atémica) expresada en amu.
En un mol de cualquier sustancia hay
siempre el mismo niimero de moléculas,
Hamado niimero de Avogadro, dado por
N4 = 6,0225 x 102 mol-!, Demostrar
que si N es el numero de moles, la ec.
(9.62) puede ser escrita en la forma

pV = NRT,

donde R = kN4, es llamada la consfante
de los gases. Demostrar que R = 8,3143
J K- mol-1,

9.47 Demostrar que el resultado del
Problema 9.46 también puede ser escrito
bajo la forma p = p(RT/M), donde p
es la densidad del gas y M es la masa
molecular (expresada en kg).

9.48 Hallar el volumen de un mol de
cualquier gas en condiciones normales ;
esto es, a temperatura de 0¢ C y presion
de una atméoésfera. Demostrar también
que el numero de moléculas de cualquier
gas por centimetro cubico en condiciones
normales es 2,687 x 10, Este es el ni-
mero de Loschmidt.

9.49, ;Cuadl es la energia cinética pro-
medio de una molécula de gas a la tem-
peratura de 25° C? Expresarla en joules
y en eV, ;Cudl es la velocidad media
cuadratica correspondiente si el gas es
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(a) hidrégeno, (b) oxigeno, (c) nitrégeno?
Notar que las moléculas de dichos gases
son diatémicas. Hacer lo mismo para
el helio (monoaténtico) y el didxido de
carbono.

9.50 Hallar la energia interna de un
mol de un gas ideal a 0°C (273 K).-
(Depende ella de la naturaleza del gas?
LPor qué?

9.51 Hallar el cambio en la energia
interna de un mol de un gas ideal cuando
su temperatura cambia de 0° C a 100°C,
i Tenemos también que especificar cémbo
cambian la presién y el volunren?

9.52 E] proceso mencionado en el pro-;ﬁ
blema anterior tiene lugar a volumen’
constante. (a) ;Cual es el trabajo hecho:
por el gas? (b) {Cuadl es el calor absor-;
bido? i

9.53 Repetir el problema anterior si eaﬁ
que el proceso mencionado en el Pro-;
blema 9.51 ocurre a presién constante?

9.54 Identificar la constante C que:
aparece en la ec. (9.51) para el trabajo
de expansién de un gas a temperatura:
constante. (a) Computar el trabajo hecho
por el mol de un gas ideal al duplicar:
su volumen a temperatura constantej
igual a 0°C. (b) Computar el cambiog
en la energia interna y el calor absorbido.§

9.55 Demostrar que si la energia po-i
tencial para la interaccién entre dos par-s
ticulas es Ep = —Cr*, entonces 7,,°]
- My, = nEp. (Sugerencia: Escoger la par-
ticula 1 como origen de coordenadas,j
y recordar la seccién 8.13).

9.56 Usar el resultado del problemaj
anterior para reescribir el teorema del
virial, ec. (9.56), en la forma 3

Ey, = —3[ZFi*ri + nEy),

donde Ejp corresponde a la energia poy
tencial interna del sistema. Notar que
si el sistema esta aislado (esto es, noy
actuando ninguna fuerza externa) en4
tonces Ex, = — inE,. Comparar est§
ultimo resultado con la ec. (8.49).

9.57 Suponer que las fuerzas gravita
torias son atractivas y siguen la le¥s
del inverso del cuadrado de la distanci®
(capitulo 13) de modo que la energi®
potencial total es negativa y que n = 14
Usando el resultado del Problema 9.504




probar (a) que la energia total de un
sistema aislado es negativa, (b) que si
el sistema pierde energia (usualmente
por radiacion), la energia potencial debe
disminuir, (¢) que esto requiere que la
energia cinética del sistemna aumente,
dando como resultado correspondiente
un aumento de la temperatura del sis-
tema. (Estos resultados son de gran im-
portancia en astrofisica.)

9.58 Discutir la aplicacién del teorema
el virial a un sistema en el que las
fuerzas internas son repulsivas. Suponer
que la energia potencial entre dos par-
ticulas es Ep = + Cr3}.

9.59 Un cuerpo cuya masa es 10 kg
y que tiene una velocidad de 3 m s-?
resbala sobre una superficie horizontal
hasta que la friccién lo detiene. Deter-
mine la cantidad de energia convertida
en movimiento molecular interno en el
cuerpo y en la superficie. Expresarla
en joules y en calorias. ;Podria Ud. decir
que esta energia ha sido transformada
en calor?

9.60 Las masas de los bloques A y B
enla Fig. 9-34sonm, y m;. Entre Ay B
hay una fuerza de friccion de magni-
tud F, pero B puede resbalar sin fric-
cidn sobre la superficie horizontal. Ini-
cialmente A se mueve con velocidad v,
mientras que B estd en reposo. Si no
actia ninguna fuerza sobre el sistema,
A se ird parando y B aumentara su
velocidad hasta que los dos bloques se
muevan con la misma velocidad v. (a)
(Cuales son las distancias recorridas por
A y B antes de que ello suceda, medidas
con relacién a la superficie horizontal?
(b) ;Cudl es el cambio en la energia
cinética del sistema, en términos de la
distancia recorrida por A con relacién
a B? (c) {Qué ha pasado con el momen-
tum total?
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Figura 9-84

Problemas 293

9.61 Un tubo horizontal tiene una sec-
cién transversal de 10 em? en una regién
y de 5 cm? en otra. La velocidad del agua
en la primera es 5 m s-! y la presién
en la segunda es 2 x 10° N m-% En-
contrar (a) la velocidad del agua en la
segunda regién y la presién del agua
en la primera, (b) la cantidad de agua
que cruza cualquier seccién por minuto,
(c) la energia total por kilogramo de agua.

9.62 Repetir el problema anterior para
el caso en que el tubo esté inclinado y la
segunda seccién esté 2 m por encima
de la primera.

9.63 Verificar que la ecuacién del mo-
vimiento de un fluido en forma vectorial
es pdv/di = —grad p + f..

9.64 Demostrar que si hay un orificio
en la pared de un recipiente y que si la
superficie del liquido dentro del reci-
piente estd a una altura h sobre el ori-
ficio, la velocidad del liquido que sale
por él es v = | 2gh. Considerar un reci-
piente cilindrico con un diametro de
0,10 m y una altura de 0,20 m. Hay un
orificio de 1 cm? de seccién en su base.
El recipiente se llena de agua a una velo-
cidad de 1,4 x 10-¢ m?® s-1, (a) Deter-
minar hasta qué altura sube el nivel del
agua en el recipiente. (b) Después de
haber alcanzado aquella altura se de-
tiene el flujo de agua al recipiente. Hallar
el tiempo necesario para que el reci-
piente se vacie,

9.65 Usando la ecuacién del movi-
miento derivada en el Problema 9.63,
demostrar, para un fluido compresible,
que el teorema de Bernoulli adopta la
forma (v} + gz,) — (3} + g7) +

3dp/p = W, donde W es el trabajo
por unidad de masa hecho sobre el fluido
por otras fuerzas fuera de la gravitacién,
[Sugerencia: Separar la fuerza externa
por unidad de volumen fext en el peso
—pgu: y cualquier otra fuerza que actue
sobre el fluido, y entonces dividir la
ecuacién resultante por p y multiplicarla
escalarmente por v df = dr, notando que
(grad p)-dr = dp.]

9.66 Un cilindro de altura h y seccién A
flota verticalmente en un fluido de den-
sidad ps. La presién del fluido esta dada
por p = po— prg%z, de acuerdo a la
ec. (9.69). Demostrar que la fuerza total
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hacia arriba sobre el cilindro debida a
la presién del fluido es Vprg, donde V
es el volumen del cilindro. Extender este
resultado a un cuerpo de forma arbi-
traria dividiéndolo en pequeiios cilindros
verticales. (Este resultado constituye el
principio de Arquimedes, y la fuerza es
conocida con el nombre de empuje de
flotacién.)

9.67 Partiendo de la ec. (9.62), demos-
trar que si la temperatura de un gas
ideal es constante, entonces pV = const
6 p,V, = p,V,, resuitado conocido como
"la ley de Boyle. Demostrar también que
si 1a presién es constante, entonces V/T =
=const 6 V,/T, =V,/T,, resultado cono-
cido como la ley de Charles. Finalmente,
demostrar que si el volumen es cons-
tante entonces p/T = const o p,/T; =
=p./T,, resultado conocido como la ley de
Gay-Lussac. Dichas leyes fueron encon-
tradas experimentalmente mucho antes
de ser sintetizadas en la ec. (9.62).

9.68 Considerar un sistema compuesto
de N particulas idénticas, cada una de
masa m (tal como ocurre en un gas).
Demostrar que la energia cinética de una
particula relativa a un observador que
ve moverse el centro de masa con u' 2
velocidad vcwm es igual a la energia ciné-
tica media de las particulas en relacion
al sistema-C de referencia mas imvdm.
[Sugerencia: Usar la relacién dada por
la ec. (9.38)].

9.69 La presién de un gas esta rela-
cionada con su densidad por medio de
la ecuacion p = p(RT/M), donde M es
la masa molecular en la escala atémica
(ver el Problema 9.47). (a) Usando el
resultado de la seccién 9.13, demostrar
que si un gas esta en equilibrio, su pre-
sion debe cambiar con la altura de
acuerdo con

Esta se llama a veces la ecuacidn baromé-

frica, y puede ser usada para estimar la
variacién de la presién atmosférica con
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la altura. (b) Demostrar que para pe
queiias alturas dicha ecuacién toma e
valor dado al final de la seccién 9.1¢
para un fluido incompresibie.

9.70 Una bomba explota en tres frag
mentos de igual masa m. La explosidr
libera una energia Q. En este caso las
leyes de conservacidn de energia y mo-
mentum no determinan unicamente lg
energia y momentum de cada fragmento.
Refiriéndonos al proceso en el sistema-C,
demostrar que (a) las energias cinéticas
de los fragmentos pueden ser represen-
tadas por las distancias desde un punto P
a los lados de un triangulo equilatera
de altura Q. (b) Demostrar también que
la ley de conservacién del momentum
requiere que el punto P esté dentro del
circulo (con radio 4Q) inscrito en el
tridangulo. Esta representacién se llama
el diagrama de Dalitz (Fig. 9-35) y es muy

Figura 9-35

usada para analizar la desintegracién de
una particula fundamental en tres frag-
mentos iguales. [Sugerencia: para la
prueba de (b), notar que en el sistema-C
el momentum total es 0, y que por tanto
D, + Ps = p,. Las tres energias pueden
ser también expresadas como Eg,
= PN = $Q +r cos (¢ —2n/3), Ex,,
PM =3Q +rcos(¢ + 2r/3) ¥y Ex,
PL = 1Q + r cos ¢.]
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