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81 Introduccion

En este capitulo continuaremos discutiendo diversos aspectos de la dinamica de
una particula. Por tanto, nos limitaremos a la observacion de una sola particula,
reduciendo sus interacciones con el resto del universo a un solo término que
hemos ya llamado fuerza. Al resolver la ecuaciéon fundamental de la dinamica
de una particula (esto es, F = dpj/df), podemos siempre realizar una primera
integracion si conocemos la fuerza en funcién del tiempo, ya que de esta ecuacion
obtenemos por integracién

o ,
f dpzf F dt
Po fo

£
p—p0=f Fdi = I (8.1)

to

0 s€a

La magnitud I = [} Fdt que aparece a la derecha se llama impulso. Por con-
siguiente la ec. (8.1) nos dice que

el cambio de momenium de una particula es igual al impulso.

Ya que el impulso consiste esencialmente del producto de la fuerza por el tiempo,
una fuerza muy fuerte que actie por un tiempo muy corto puede causar un cam-
bio de momentum comparable al de una fuerza débil, que actiie por un tiempo
largo. Por ejemplo, un “bateador” que golpea la pelota, aplica una fuerza grande
durante un corto tiempo, cambiando apreciablemente el momentum de la pelota.
Por su parte, la fuerza de gravedad, para producir el mismo cambio de momentum,
tendria que actuar sobre la pelota por un tiempo mucho mayor.

Al reemplazar p por mwv, es posible integrar nuevamente y obtener la posicién
de la particula en funcién del tiempo. Esto es,

1
me—mv,=1 o v=v,+ —L
m

Recordando que » = dr/df, podemos escribir

rr i 1 1 I§
f dr:f (vo+~—~)dt 0 r=r0+voi+—f Idt,
ro H)| m nm Jyg

lo que da r en términos de #, y resuelve asi formalmente el problema dindmico.
Por cierto, en el ejemplo 7.5 resolvimos un problema de este tipo para el caso
del movimiento rectilineo.

Sin embargo, en los problemas importantes que surgen en la fisica, la fuerza
sobre una particula no se conoce como funcion del tiempo, sino como funcién de
la posicion especificada por r o z, y, z; es decir, como F(r) o F(z, y, z). Por tanto,
no podemos evaluar la integral de la ec. (8.1) hasta conocer x, y, z en funcién
del tiempo; vale decir, hasta haber resuelto precisamente el problema que esta-
mos por resolver con la ec. (8.1). Para salir de este aparente circulo vicioso de-
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pemos Tecurrir a otras técnicas matematicas que nos conducirdan a definir dos
nuevos conceptos: trabajo y energla. Estos métodos nos permitiran resolver pro-
plemas aun en los casos en que desconozcamos la fuerza, pero podamos formular
suposiciones razonables sobre sus propiedades.

EJEMPLO 8.1. Una bola de masa 0,1 kg es soltada desde una altura de 2 m y,
después de chocar con el suelo, rebota hasta 1,8 m de altura. Determinar el im-
pulso debido a la gravedad al caer la bola y el impulso recibido al chocar con el

suelo.

Solucion: Usamos, en primer lugar, la ec. (5.12) para determinar la velocidad de Ia
bola al llegar al suelo ; esto es, v, = | 2gh;, siendo h, = 2m. Asf v, = 6,26 m s~
Ya que el sentido de la velocidad es hacia abajo, debemos escribir v, = — uy(6,26
m s-1). El momentum inicial es cero, y por tanto el cambio total de momentum
durante la caida es mv, — 0 = — uy{0,626 kg m s-!). Este es el impulso debido
a la gravedad. También podemos computarlo directamente usando la definicién
I=fi, Fdi. En este caso {, =0 y { =0p/¢g = 0,639 s. Asimismo F = mg =
— uyng = — uy(0,98 N). De modo que el célculo directo vuelve a dar — wuy
(0,626 kg m s-) para el impulso debido a la gravedad durante la caida.

Pero al chocar la bola con el suelo una nueva fuerza actia por un tiempo muy
breve. Desconocemos la fuerza, pero podemos obtener el impulso computando el
momentum de la bola al rebotar. Ya que alcanza una altura de h, = 1,8 m, la velo-
cidad con que rebota es p, = J 2gh, = 5.94 ms-1, o, en forma vectorial, v, = uy
(5,94 m s-1), puesto que el cuerpo se mueve hacia arriba. Por tanto el cambio de
momentum es

p? — p' = mv, — mv; = uy{1.221 kg m s-1),

lo que también expresa el impulso. Comparando este valor con el obtenido para la
cafda, y notando que el choque con ¢l suelo tiene lugar en un intervalo brevisimo,
podemos concluir que la fuerza en el segundo caso es mucho mayor. Si pudiéramos
medir dicho intervalo, podriamos obtener la fuerza promedio sobre la bola.

8.2 Trabajo

Consideremos una particula A que se mue-
ve a lo largo de una curva C bajo la accién
de una fuerza F (Fig. 8-1). En un tiempo
muy corto df la particula se mueve de A a

A’, siendo el desplazamiento AA’ = dr. El
trabajo efectuado por la fuerza F durante tal
desplazamiento se define por el producto
escalar

dW = F-dr. (8.2)

Designando la magnitud del desplazamien- 0
to dr (esto es, la distancia recorrida) por
ds, podemos también escribir la ec. (8.2) Fig. 8-1. El trabajo es igual al
en la forma desplazamiento multiplicado por el
componente de la fuerza a lo largo
dW = F ds cos 6, (8.3) del desplazamiento.
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donde 6 es el dngulo entre la direccion de la fuerza F y el desplazamiento dr.
Pero F cos 6 es la componente Fr de la fuerza a lo largo de la tangente a la tra-
yectoria, de modo que

dW = Frds. (8.4)

Verbalmente podemos expresar este resultado diciendo que

el trabajo es iqual al producto del desplazamiento por la componente
de la fuerza a lo largo del desplazamiento.

Notemos que si la fuerza es perpendicular al desplazamiento (6 = 90°), el trabajo
efectuado por la fuerza es cero. Por ejemplo, esto sucede en el caso de la fuerza
centripeta Fp en el movimiento circular (Fig. 8-2a), o en el de la fuerza de gra-
vedad mg cuando un cuerpo se mueve sobre un plano horizontal (Fig. 8-2b).

v Desplazamiento —
F
9 —
77 777777
mg
(a) (b)

Fig. 8-2, Fuerzas que efectian trabajo Fig. 8-3. El trabajo total es la suma
nulo. de muchos trabajos infinitesimales.

La ec. (8.2) da el trabajo para un desplazamiento infinitesimal. El trabajo
total sobre la particula cuando ésta se mueve de A a B (Fig. 8-3) es la suma de
todos los trabajos infinitesimales efectuados en los sucesivos desplazamientos
infinitesimales. Esto es, '

W =F,-dr, + F,-dr, + Fy-drs + ...
0 sea

BV B
W = f F-dr = j Frds. (8.5)*
A A

Antes de poder efectuar la integral que aparece en la ec. (8.5), debemos conocer
F en funcién de z, y, z. De igual manera debemos en general conocer la ecuacién
de la trayectoria seguida por la particula. Alternativamente, deberiamos conocer
F, z, y, y z en funcién del tiempo o de otra variable.

A veces es conveniente representar Fr graficamente. En la Fig. 8-4 hemos
representado Fr en funcion de la distancia s. El trabajo dW = Fds efectuado

* Si el vector V es cualquier funcién de posicion, una integral de la forma [8 V.dr sobre una
trayectoria de A a B se llama una inlegral de linea de V. La encontraremos a menudo en este
libro.
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jurante un pequeiio desplazamiento ds corresponde al 4rea del rectangulo alar-
zado. Podemos asi hallar el trabajo total efectuado en la particula de la Fig. 8-3
rara moverla de A a B dividiendo primero la totalidad del area sombreada en
-ectangulos alargados y sumando entonces sus 4reas. Esto es, el trabajo efec-
tuado estd dado por el 4rea sombreada total de la Fig. 8-4.

Fp

: ' Mocion ——=

| e -1

| d I .——ll- ———————— - 1-

| A 4 B

=7 7

0 A ds B 5 [ 8 *|

Fig. 8-4. EIl trabajo total efectuado Fig. 8-6. El trabajo de una fuerza
yendo de A a B es igual al 4rea total que es constante en magnitud y direc-
debajo de la curva. cién.

Cuando la fuerza es constante en magnitud y direccién y el cuerpo se mueve
rectilineamente en la direcciéon de la fuerza (Fig. 8-5), se tiene un caso particular
interesante. Entonces Fr = F y la ec. (8.5) da

B B
W=f Fds=Ff ds = Fs, (8.6)
A A

Fig. 8-6. EI trabajo heche por una Fig. 8-7. Cuando varias fuerzas actuan
fuerza es igual a la suma de los trabajos en una particula, el trabajo de la resul-
hechos por sus componentes rectangu- tante es la suma de los trabajos efectua-
lares. dos por las componentes.
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o sea trabajo = fuerza x distancia, que es la expresién encontrada normalmente
en textos elementales. |

Si Fg, F, y F, son las componentes rectangulares de Fydzx, dy y dz las de dr
(Fig. 8-6), podemos escribir mediante el uso de la ec. (3.2)

B
W= f (Fzdz + F,dy + F, d2). 8.7
A

Cuando sobre la particula actuan varias fuerzas F,, F,, F,, ..., los trabajos

efectuados por cada una de ellas en un desplazamiento AA’ = dr (Fig. 8-7) son
dW, = F,-dr, dW, = F,-dr, dW; = F,-dr, etc. Adviértase que dr es el mismo
para todas las fuerzas ya que todas actian sobre la misma particula. El trabajo
total dW hecho sobre la particula se obtiene sumando los trabajos infinitesimales
dW,, dW,, dW,, ..., efectuados por cada una de las fuerzas. Asi

dW = dW, + dW, + dW; + ...
= F,-dr + F,-dr 4 F.dr + ...
=(F,+ F,+ F; + ...)-dr @8.8)
= F-dr,

donde F = F, + F, + Fy + ... es la fuerza resultante. Como el dltimo resultado
de la ec. (8.8) expresa el trabajo efectuado por esta resultante sobre la particula,
se ha probado entonces que el trabajo de la resultante de varias fuerzas aplicadas
a la misma particula es igual a la suma de los trabajos de las fuerzas componentes.

8.3 Potencia |

En las aplicaciones practicas, especialmente las de ingenieria y mecanismos, es
importante conocer la rapidez del trabajo efectuado. Se define la polencia ins-
lantdnea por

dw
P=—. 8.9
: dt ®.9)
Esto es, se define la potencia como el trabajo efectuado por unidad de tiempo
durante un intervalo df muy pequeio. Usando las ecs. (8.2) y (5.17), podemos
también escribir

P =F-%—=F-v, (8.10)

y asi la potencia puede definirse también por el producto de la fuerza por la velo-
cidad. La potencia promedio durante un intervalo f es obtenida dividiendo el tra-
bajo total W, dado por la ec. (8.5), entre el tiempo f, lo que da P = WL
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Desde el punto de vista de la ingenieria, el concepto de potencia es muy im-
portante, pues cuando un ingeniero disefia una maquina, es la rapidez con que
puede efectuar el trabajo lo que importa, mads bien que la cantidad total de tra-
bajo que la miquina pueda realizar.

8.4 Unidades de trabajo y potencia

Las ecs. (8.2) y (8.6) nos muestran que el trabajo debe ser expresado en términos
del producto de la unidad de fuerza por la unidad de distancia. En el sistema
MKSC, el trabajo se expresa en newton metro, unidad que se llama joule y se
abrevia J. Por tanto un joule es el trabajo efectuado por una fuerza de un newton
actuando sobre una particula que se mueve un metro en la direccion de dicha
fuerza. Recordando que N ='m kg s~2%, tenemos J = N m = m? kg s El nom-
bre joule fue escogido en honor de James Prescott Joule (1816-1869), cientifico
britanico, famoso por sus investigaciones sobre los conceptos de calor y energia.

En el sistema cgs, el trabajo se expresa en dina centimetro, unidad que se
llama erg. Asi: erg = din cm. Recordando que 1 N =10% din y 1 m = 10% cm,
tenemos 1 J = (10% din) (102 m) = 107 ergs. En cuanto a la unidad de trabajo
en el sistema inglés y que se llama pie-libra, y abrevia pie-lb, referimos al lector
al problema 8.4.

Segiin la definicién (8.9), la potencia debe ser expresada en términos del co-
ciente de la unidad de trabajo entre la unidad de tiempo. En el sistema MKSC
la potencia se expresa en joule por sequndo, unidad que se llama walt y se abre-
via W. Un watt es la potencia de una maquina que efectia trabajo con la rapidez
de un joule por segundo. Recordando que J = m? kg s—%, tenemos que W = J §l=
= m? kg s~3. El nombre watt fue escogido en honor del ingeniero britanico James
Watt (1736-1819), quien mejoré la méquina de vapor con sus inventos. Hay dos
miltiplos del watt que se usan con generalidad: el kilowalt (kW) y el megawatl
(MW) y que se definen por: 1kW =10® W y 1 MW = 10®* W. Los ingenieros
usan comunmente una unidad de potencia llamada caballo vapor, que se abrevia hp,
y se define como igual a 550 pie b por segundo, o sea 746 W.

Otra unidad para expresar el trabajo es el kilowatf-hora, el cual es igual al
trabajo efectuado durante una hora por una méquina cuya potencia es de un
kilowatt. Esto es: 1 kilowatt-hora = (108 W) (3,6 x 10%®s) = 3,6 x 10° J.

EJEMPLO 8.2. Un automévil cuya masa es de 1200 kg sube por una colina de
50 de inclinacién con velocidad constante de 36 km por hora. Calcular el trabajo
efectuado por el motor en 5 minutos y la potencia desarrollada por él

Solucién: El movimiento del automévil a lo largo de la subida se debe a la fuerza F
desarrollada por el motor y ala fuerza W sen «, debida al peso del automovil (Fig. 8-8)
Debemos por tanto escribir, usando W = myg, :

F — mg sen a = maua,

Ya que el movimiento es uniforme, a = 0, y F = mg sen « = 1.023 X 102 N. La
velocidad del automévil es » = 36 km hr-! = 36(103m) (3,6 x 10%s)~! = 10 m s~



208 Trabajo y energla (8.4

y en 5 minutos (0 300 s) recorre la distancia s = (10 ms-1) (300s) =3 x 10 m
Luego, si usamos la ec. (8.6), el trabajo efectuado por el motor es

W = Fs = (1,023 x 10° N) (3 x 10°m) = 3,069 x 10° J.

La potencia promedio puede computarse de dos maneras diferentes. Primero
podemos afirmar que

W 3,069 x 10%J
P=— = 2 —_ 4 A
; 3 x 107 s 1,023 x 10¢'W

Alternativamente, podemos decir que
P = Fp = (1,023 x 103 N) (10 m s-1) = 1,023 x 10¢ W,

O{///////// L Gasiiiriies

A T l §
z=1,50cm C—L
Bl_

Figura 8-8 Fig. 8-9. Trabajo efectuado al exten-
der un resorte.

EJEMPLO 8.3. Calcular el trabajo necesario para extender el resorte de la Fig. 8-9
en una distancia de 2 cm sin aceleracién. Se sabe que el colgar del resolte un cuerpo
de 4 kg de masa, la longitud del resorte aumenta en 1,50 cm.

Solucién: Cuando ningun cuerpo cuelga del resorte, la longitud de éste se extiende .
desde O hasta el nivel horizontal A. Se ha verificado experimentalmente que para
extender un resorte una pequefia distancia x sin aceleracién, se necesita una fuerza
proporcional a la distancia: F = kx. Si el resorte es extendido sin aceleracién,
él reacciona con una fuerza igwal y opuesta. Este es el principio del resorte o dina-
németro, comunmente usado para medir fuerzas. Para determinar la constante de
proporcionalidad k, aprovechamos el hecho de que cuando el cuerpo de masa m
ejerce la fuerza de su peso sobre el resorte, éste se estira la distancia x = 1,50 cm =
= 1,50 x 10-2 m. La fuerza F es, en este caso, el peso mg = 39,2 N. Luego, ha-
ciendo mg = kx, obtenemos

_ 39,2 N
1,50 X 10-%2m
Para extender el resorte una distancia z, sin aceleracién, aplicamos ahora una
fuerza F = kx. Lo podemos hacer halando lentamente una cuerda atada al resorte.

La fuerza crece constantemente al aumentar x. Para hallar el trabajo efectuado,
debemos usar la ec. (8.5), la que da

= 2,61 x 10 Nm-1.

x x
W=f Fda:=f ke dr — 3kzt,
1] a



8.5) Energla cinética 209

Este es el trabajo efectuado para cualquier desplazamiento x. Reemplazando los
correspondientes valores numéricos de = y k, obtenemos el trabajo necesario para
extendet el resorte en 2 cm, que es W = 5,22 X 101 7.

EJEMPLO 8.4. Una fuerza F = 6f N actha sobre una particula de 2 kg de masa,
Si la particula parte del reposo, hallar el trabajo efectuado por la fuerza durante

los primeros 2 s.

Solucién: En el ejemplo anterior fue facil calcular el trabajo porque conociamos
la fuerza como funcién de la posicién (F = kx). Pero en este ejemplo conocemos la
fuerza solamente como funcién del tiempo (F = 6t). Por ello no podemos calcular
directamente el trabajo usande W = fF dz. En cambio debemos hallar el despla-
zamiento en términos del tiempo, usando la ecuacion del movimiento, F = ma.
Esto es, a = F/m = 3t m 5-% Usando la ec. (5.6), con v, = 0, podemos escribir,
ya que la particula parte del reposo

¢
v = f (3t) dt = 1,5t m s,
[}

Si usamos ahora la ec. (5.3) con z, = 0, y si tomamos nuestro origen de coorde-
nadas en el punto inicial, obtenemos

[
z = f (1,5¢%) df = 0,5t m.
0

Teniendo ahora z en funcién del tiempo, podemos proseguir de dos mraneras dife-

rentes.
(a) Buscando {, encontramos { = (x/0,5)}'% = 1,260x1/3, y la fuerza en términos
de la posicién es entonces F = 6f = 7,560x1/3 N. Utilizando la ec. (8.5), tenemos

entonces

W= f (7,560x17%) dx = 5,670245,
0

Cuando f = 2, tenemos x = 0,5(2)* = 4m, y por tanto W = 36,0 J.
(b) También podemos proceder de otra manera: De z = 0,513, deducimos dx =
= 1,5t df. Luego, usando para la fuerza su expresion en términos del tiempo,

F = 6f, escribimos

[4
W= f (61) (1,562 df) = 2,25t4 J,
0

v si hacemos f = 2 s, obtendremos W = 36,0 J, en concordancia con el resultado
anterior.

Este segundo método es el que debemos usar cuando conozcamos la fuerza en
funcién del tiempo, ya que adin después de resolver la ecuaciéon del movimiento
puede ser dificil expresar, en general, la fuerza como funcién de posicién,

8.5 Energia cinélica

De la ec. (7.27) se deduce que la fuerza tangencial es Fr = mdv/dt. Por tanto

Frds =m—£-1—v—ds =mdv—fdi = mw dv,
dt dt
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ya que » = ds/dl, segin la ec. (5.23). Por consiguiente la integral que aparece
en la ec. (8.5) representando el trabajo total es

B B
W = f Frds = j mv dv = mv% — 3mv?, 8.11)
A A

donde vp es la velocidad de la particula en B y v4 la velocidad de la particula
en A. El resultado (8.11) indica que cualquiera que sea la forma funcional de
la fuerza F y la trayectoria seguida por la particula, el valor del trabajo W efec-
tuado por la fuerza es siempre igual a la diferencia entre las magnitudes de }mp?
evaluadas al final y al comienzo de la trayectoria. Esta importante magnitud,
llamada energia cinélica, se designa por Ej. Por consiguiente

2
Ex=3m® o Ey—=_L_, (8.12)
| 2m

pues p = mp. La ec. (8.11) puede expresarse entonces en la forma
W = Ex p— Ej,a, (8.13)
que en palabras puede traducirse asi:

el trabajo efectuado sobre una particula es igual al cambio producido
en su energla cinética,

Yy que es un resultado de validez general, cualquiera que sea la naturaleza de
la fuerza.

Podemos ver que, en virtud de la ec. (8.13), la energia cinética se mide obvia-
mente con las mismas unidades que el trabajo; vale decir, en joules en el sis-
tema MKSC y en ergs en el sistema cgs. Esto también puede verificarse notando
en la ec. (8.12) que Ej en el sistema MKSC puede expresarse en m? kg s-2, que
es la expresién dimensional para los joules en términos de las unidades funda-
mentales.

Mencionemos de paso la existencia de otra unidad muy usada por los fisicos
para describir procesos quimicos y nucleares: el elecfrén volf, que se abrevia eV,
y cuya definicion precisa serda dada en la seccion 14.9 (Vol. 1I). Su equivalente
es: eV = 1,60210 x 101 J, Un multiplo muy util del electron volt es el MeV,
igual a 10% eV o0 1,60210 x 10-13 ],

El resultado (8.13), que relaciona el cambio de la energia cinética Ej de una
particula con el trabajo W efectuado por la fuerza, se parece mucho a la ec. (8.1),
que relaciona el cambio en el momentum p de una particula con el impulso I
de la fuerza. La diferencia consiste en que el impulso, siendo una integral de
tiempo, es util solamente si conocemos la fuerza en funcién del tiempo. Pero el
trabajo, siendo una integral de espacio, puede computarse facilmente si cono-
cemos la fuerza en funcién de la distancia. Generalmente se conoce la fuerza en
Funcién de la posicion, y es por esta razéon que los conceptos de trabajo y energia
juegan un papel tan importante en la fisica.
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Recordemos al estudiante que los conceptos de trabajo y energia, tal como se
usan en fisica, tienen significados muy precisos y no deben ser confundidos con
Jos mismgs términos tal como son usados corrientemente en la vida diaria.

EJEMPLO 8.5. Usando los datos del
ejemplo 8.4, computar directamente la

energia cinética que gana la particula Z
en un tiempo @ FAMMMAAMANAG) Posicitn de
Solucién: Recordando la solucién del / equilibrio
ejemplo 8.4, la velocidad al cabo del /// o F=0 .
tiempo { es: v = 1,52 m s-1, y por tanto L L
la energia cinética de la particula es:
%
Er = 3mv? = 32 kg) (1,52 m s-1)* 7 b a—

_ 2,250 3. 1 AAAAAAAAAAAAAAAGR)
La energia cinética inicial de la par- 5 F = —ka
ticula, cuando t = 0, es cero, ¥ por 2"

tanto el aumento de energia cinética
en el intervalo f es Ex— Ex,, = 2,25¢* J,
que es precisamente igual al trabajo w
efectuado sobre la particula, de acuer-
do al segundo resultado del ejemplo 8.4.

-t F = —kx
0
EJEMPLO 8.6. El resorte del ejemplo i iyy;yyy;yd iz
8.3 esta situado horizontalmente, como
lo muestra la Fig. 8-10. Se mueve la 7 —
masa m a la derecha una distancia a y "_
entonces se la suelta. Calcular la ener- (d)
gia cinética cuando se encuentra a una —® F = —kx
distancia = de la posicién de equilibrio. 0
YA A
Solucién: De acuerdo a nuestra expli-

cacién en el ejemplo 8.3, el resorte

ejercerd una fuerza F = — kx sobre la  Figura 8-10

masa m cuando esté a la distancia x

de la posicién de equilibrio. (El signo

menos indica que la fuerza del resorte apunta a la izquierda cuando el cuerpo se
encuentra desplazado a la derecha). En la posicién de equilibrio, x = 0, y por tanto
F = 0. En la posicién (b), cuando la masa esta por ser soltada, ¢ = a, F = — ka
y la velocidad es cero (v, = 0), siendo por tanto nulo el valor inicial de la energia
cinética. Sea v la velocidad en la posicién intermedia x. Luego, utilizando la ec. (8.11),

encontramos que
xr T
imy® = f Fdx = f (— kx) dx = Yk(a® — x?)
& a

0 sea

v = V (k/m) (@® — 29,

lo que nos da la velocidad de la particula en términos de la posicidn. Nétese que
la velocidad depende del cuadrado de x. ;Cuél es el significado fisico de esta de-
pendencia? ;Con qué velocidad llega la particula a la posicién x = 0? Debemos
anteponer un signo + a la rafz cuadrada en la expresion de v? jHay limitacion
alguna en los valores de x? (Puede el extudiante llegar a una representacién in-
tuitiva del movimiento resultante?
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8.6 Trabajo de una fuerza de magnitud y direccion constantes

Considérese una particula de masa m que se mueve bajo la accién de una fuerza F
constante en magnitud y direccion (Fig. 8-11). Puede haber otras fuerzas que
también actien sobre la particula y que sean o no constantes, pero no deseamos
considerarlas por ahora. El trabajo de F cuando la particula se mueve de A a B
a lo largo de la trayectoria (1) es

B B '
W=f F-dr:Fof dr =F-(rp— 1r4). (8.14)
A A

De la ec. (8.14) puede derivarse la importante conclusion de que el trabajo
en este caso es independiente de la trayectoria que conecte a A y B. Por ejemplo,
si la particula en vez de moverse a lo largo del camino (1), se mueve a lo largo
del camino (2), que también va de A a B, el trabajo serd el mismo, ya que la

diferencia vectorial rg—1rs = AB es siempre la misma. Notese que la ec. (8.14)
puede también escribirse en la forma

W=F-rg—F-ra (8.15)

y que W es por tanto igual a la diferencia de los valores de F-r en los extremos
del camino.

B(zpyp)

rg—ry4
| ¥B—Y4
4
Ly

r‘g

/
@ X

Fig. 8-11. Trabajo de una fuerza de Fig. 8-12. Trabajo de la gravedad.
magnitud y direccién constantes.

El trabajo de la fuerza de gravedad constituye una importante aplicacion de
la ec. (8.14). En este caso F=mg = —wu,mgy rg—7Ta = U (X — T4) +
+ uy,(yp — ya). Por consiguiente, sustituyendo en la ec. (8.14) y utilizando la ec.
(3.19) para el producto escalar, tenemos

W = —mg(yp — ya) = mgya — mgyp. (8.16)

Obviamente, no hay referencia a la trayectoria en esta ec. (8.16), y el trabajo
depende solamente de la diferencia yp — ya entre las alturas de los extremos.
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EJEMPLO 8.7. Una masa de 2 kg colgada de un hilo de 1 m de longitud, es des-
plazada en 30° de la vertical y entonces soltada. Hallar su velocidad cuando la
cuerda forma un dngulo de 10° con la vertical tanto en el mismo lado como en el

opuesto.

Solucion: Una masa colgada de un hilo constituye un péndulo. Cuando el hilo es
desplazado hasta hacer un angulo 6, con la vertical (Fig. 8-13) y soltado luego, la
velocidad inicial de la masa es cero. Bajo la accién de su peso mg y la traccion Fny
del hilo, la masa describe un arco de circulo para llegar al punto A. Al pasarlo,
sigue moviéndose a la izquierda hasta alcanzar una posicién simétrica a la inicial.
A partir de aqui, el movimiento se repite de lado a lado, resultando las bien cono-
cidas oscilaciones de un péndulo. (El movimiento oscilatorio sera discutido deta-
lladamente en el capitulo 12).

Para obtener v usando el principio de la energia, ec. (8.11) deberfamos compu-
tar primero el trabajo de las fuerzas que actiian sobre la particula. La fuerza cen-
tripeta Fy no efectiia ningin trabajo, porque en todo momento es perpendicular
a la velocidad. El trabajo de la fuerza de gravedad mg puede ser computado con
ayuda de la ec. (8.16); esto es, W = mgy,— mgy = mg(y, — y). Midiendo la
altura a partir de un nivel horizontal arbitrario, obtenemos y, —y = B'C’ =
=0C’'— OB’. Pero OB’ =lcos 0,y OC’

=l cos O. Luego y,—y = I (cos 6 —cos 6) i O Y,
W = mg(y, — y) = mgl (cos 8 — cos 0,).

La energia cinética en la posicién C es Ex
= imp?, y en B es cero. Por tanto, usando
la ec. (8.13), obtenemos

ymv? = mgl (cos 6 — cos 6,)
0 sea

v = } 291 (cos 8 — cos 9,).

Notamos que el resultado es independiente
de la masa. Introduciendo valores numé-
ricos, obtenemos

v =} 2(9,8 ms—2%) (1 m) (cos 10° — cos 30°)
~ 1,526 m s,

. ) ] Plano de referencia
Obsérvese que en la posicién simétri- arbitrario

ca D, para la cual el angulo es de — 10°
con la vertical, obtenemos el mismo re- Fig. 8-13. Relaciones de energia en
sultado ya que cos (— 9) = cos 6. el movimiento de un péndulo.

8.7 Energia potencial

La situacion ilustrada en la seccién previa no es sino un ejemplo de una grande
e importante clase de fuerzas, llamadas conservativas, por las razones que seran
explicadas en las secciones finales de este capitulo.

Una fuerza es conservativa si su dependencia del vector posicion 7 o de las
coordenadas z, y, z de la particula es tal que el trabajo W puede ser expresado
como la diferencia entre los valores de una cantidad Ey(z, y, z) evaluada en los
puntos inicial y final. La cantidad Ey(z, y, 2} se llama energla pofencial, y es
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una funcién de las coordenadas de las particulas. Luego, si F es una fuerza con-
servativa,

B
W= f F-dr =Ep s— Ep p. (8.17)
A

Obsérvese que escribimos E, 4 — Ep gy no E, p— Ep a; esto es, el trabajo efec-
tuado es igual a E, en el punto inicial, menos E, en el final. En otras palabras,

la energia pofencial es una funcion de las coordenadas lal que la
diferencia entre sus valores en las posiciones inicial y final es igual
al trabajo efectuado sobre la particula para moverla de su posicion
inicial a la final.

Estrictamente hablando, la energia potencial E, debe depender tanto de las
coordenadas de la particula considerada, como de las coordenadas de todas
las otras particulas del universo que interactuan con ella. Sin embargo, como
mencionamos en el capitulo 7 cuando tratdbamos de la dindmica de una par-
ticula, suponemos el resto del universo esencialmente fijo, y asi solamente las
coordenadas de la particula considerada aparecen en Ep.

El estudiante debe notar, comparando la ec. (8.17) con la expresion de la
energia cinética (8.12), que la ec. (8.12) es vélida en general no importando de
qué fuerza F se trate. Siempre se cumple que Ej = 4mv?, mientras que la forma
de la funcién E,(z, y, z) depende de la naturaleza de la fuerza F, y no todas las
fuerzas pueden satisfacer la condicién establecida por la ec. (8.17). Solo aquellas
que la satisfagan se llaman conservativas. Por ejemplo, comparando las ecs. (8.17)
y (8.16), notamos que la fuerza de gravedad es conservativa, y que la energia
potencial debida a la gravedad es

E, = mgy. (8.18)

Anslogamente, de la ec. (8.15), deducimos que la energia potencial correspon-
diente a una fuerza constante es

E,=—F-r (8.19)

En la definicién de la energia potencial siempre interviene una constante arbi-
traria, pues, por ejemplo, si escribimos mgy + C en vez de la ec. (8.18), la ec. (8.16)
permanece la misma, ya que la constante C, apareciendo en los dos términos
que se restan, se cancela. Gracias a esta arbitrariedad, podemos definir el nivel
de referencia o cero de la energia potencial, donde nos convenga mejor. Por
ejemplo, para los cuerpos en caida, la superficie terrestre es el nivel de referencia
mas conveniente, y por ello la energia potencial debida a la gravedad es tomada
como nula en la superficie terrestre. Para un satélite natural o artificial, se define
la energia potencial de modo que sea cero a distancia infinita.

El trabajo efectuado por las fuerzas conservativas es independiente
de la trayectoria.
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Podemos ver que es asi a partir de la definicién, ec. (8.17), ya que, cualquiera
que sea la trayectoria que une a los puntos A y B, la diferencia E, 4 — Ep, p es
]a misma porque depende solamente de las coordenadas de A y B. En particular,
si la trayectoria es cerrada (Fig. 8-14), de modo que el punto final coincide con el
inicial (esto es, A y B son el mismo punto), entonces Ep 4 = Ep Y el trabajo
es cero (W = 0). Lo que significa que en parte de la trayectoria el trabajo es
positivo y en otra negativo pero igual en magnitud, dando un resultado neto
nulo. Cuando la trayectoria es cerrada, la integral en la ec. (8.17) se escribe ¢
El circulo en el signo integral indica que la trayectoria es cerrada. Por consi-
guiente, para las fuerzas conservativas,

Wo =¢F-dr =0. (8.20)*

Reciprocamente, se puede probar que la condicién expresada por la ec. (8.20)
puede adoptarse como la definicion de una fuerza conservativa. En otras pala-
bras, si una fuerza F satisface la ec. (8.20) para cualquier camino cerrado, arbi-
trariamente escogido, entonces, puede probarse que la ec. (8.17) es correcta.

Para satisfacer la ec. (8.17) es necesario que

F.dr = — dE,, : (8.21)
porque entonces
B B
W = J‘ Fedr = — f dE,
A A

= (EP,B _ EP’A) = EP’A — EPIB'

de acuerdo con la ec. (8.17). Nétese que el signo negativo en la ec. (8.21) es nece-
sario para obtener Ep 4 — Ep p en vez de Ep p— Ep 4.

-
\
\
\
PRy
/
~

)
0

Fig. 8-14. El trabajo de una fuerza con- Figura 8-15
servativa a lo largo de una trayectoria ce-
rrada es nulo.

* Para cualquier vector ¥V que sea funcién de posicién, una integral de la forma $V.dr ale
largo de una trayectoria cerrada, se llama la circulacién de V. Aparecera varias veces en este
libra.
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Puesto que F-dr = F ds cos 6, donde 6 es el angulo entre la fuerza y el des-
plazamiento, podemos escribir en lugar de la ec. (8.21)

dE,
ds

Fcos 8 =— . (8.22)

Ahora, como se explic6 en relacion con la Fig. 81, F cos 6 esla componente
de la fuerza a lo largo de la direccién del desplazamiento ds; por tanto, si cono-
cemos E,(z, y, z), podemos obtener la componente de F en cualquier direccién
computando la cantidad — dE,/ds, que es la derivada de E, en aquella
direccién, con signo negativo. Esto es lo que ge llama la derivada direccional
de Ep. Cuando un vector es tal que su comp?nhnte en una djreccién es igual a
la derivada direccional de una funcion en aquella direccién, el vector se llama
el gradiente de 1a funcién. Podemos asi decir que F es el negativo del gradiente
de E,, y escribir la ec. (8.22) en la forma general:

F = —grad E,,

donde “grad” significa gradiente. Cuando estamos interesados en las componentes
rectangulares de F a lo largo de los ejes X, Y, Z, la expresion F cos 6 en la ec. (8.22)
sera Fz, F, y F, y el desplazamiento ds sers dz, dy y dz, respectivamente, de
modo que

oE oE oFE
Fr=— d ’ = P ' = P ’ .
* or v ay f oz 6.23)
6
oE oE oFE

Notese que al escribir la ec. (8.24) usamos el simbolo de la derivada parcial por
primera vez en este libro. Esta terminologfa es necesaria porque la energia po-
tencial Ey(z, y, z) es, en general, una funcion de las tres variables, z, y, z. Pero
al desplazarse una particula una distancia dz a lo largo del eje X, por ejemplo,
las coordenadas Y z permanecen invariables. Por ello, en vez de escribir dEp/dz,
debemos usar la notacién 9E,/8x que los matematicos adoptan para esos casos.

Si el movimiento es plano y se usan las coordenadas r, 8 (Fig. 8-15), el despla-
zamiento a lo largo del radio vector r es dr y el desplazamiento perpendicular
al radio vector es r do. Luego las componentes radial y transversal de la fuerza son

Fo—_ %
or
1 ¢E

FO = —'—T aep (8-25)

Nétese- que usamos nuevameﬁte la notacién de derivacién parcial.
Un caso importante es aquel en que la energia potencial E, depende de la
distancia r, pero no del 4ngulo 6; esto es, en vez de Ey(r, 6) tenemos E(r). En-
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tonces 8Ep/28 =0 y, de acuerdo a la ec. (823), Fs = 0. La fuerza entonces no
tiene componente transversal, sino s6lo radial, de manera que la fuerza es cen-
tral: su linea de accién pasa siempre por el centro. Reciprocamente, si la fuerza
es central, existe solo componente radial, y Fp =0, dando 2Ep[db =0, lo que
implica que E, es independiente de 8. Obtenemos el resultado de que una fuerza
central depende solamente de la distancia de la particula al centro. Esta impor-
tante conclusién puede ser enunciada asi:

la energia palencial asociada con una fuerza central depende sola-
mente de la distancia de la particula al centro de fuerza, y recipro-
camernle.

Cuando las fuerzas no son centrales, existe un torque alrededor del punto O
dado por T = Fgr, ya que la fuerza radial no contribuye al torque. Usando la
segunda relacion en la ec. (8.25), tenemos que el torque alrededor de O es

=——, 8.26
T 70 (8.26)

Esta es una expresion general que da el torque en una direccién perpendicular
al plano en que se mide 8. Por consiguiente, ya que un torque produce un cambio
correspondiente en el momentum angular [ver la ec. (7.38)], concluimos que

siempre que la energla polencial depende del dangulo, acliia un lorque
sobre el sistema, causando un cambio en el momenfum angular en
direccién perpendicular al plano del dngulo.

Nota sobre el concepto de gradiente. En fisica encontraremos a menudo expre-
siones similares a la ec. (8.24) ; por consiguiente es importante lograr un claro en-
tendimiento del concepto de gradiente. Consideremos una funcién V(z, y, z) que
depende de las tres coordenadas de un punto. Dibujamos las superficies

Ve, 5,0 =C vy Vi, y 2 =0

(Fig. 8-16). Al movernos del punto A en C, a cualquier punto B en C,, la funcién
V experimenta siempre un cambio C, — C,. Si la diferencia entre C, y C, es in-
finitesimal, podemos escribir dV = C, — C,. El cambio en V por unidad de lon-
gitud, o “derivada direccional” de V es :

dV/ds = (Cy — C,)/ds.

Consideremos el caso en que A y B estén en una normal N comun a las dos su-
perficies. La derivada direccional a lo largo de la normal AN es dV/dn. Pero en
la Fig. 8-16 vemos que dn = ds cos 9. Luego

dv _ dv dn _ dV
ds dn ds  dn ?

lo que reIaciona la derivada direccional a lo largo de la normal con la derivada
direccional a lo largo de cualquier otra direccién. Puesto que cos 8 toma su valor
méaximo para ¢ = 0, concluimos que dV/dn da la méaxima derivada direccional
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de V. Introduciendo el vector unitario uy, perpendicular a la superficie en A,
definimos el gradiente de V por
grad V = uxn ﬂ,
dn
y por tanto el gradiente es un vector perpendicular a la superficie V(z, y, z) = const,
y es igual a la mixima derivada direccional de V(z y, z). Podemos entonces escribir

4av.
ds

lo que indica que la razén de cambio en
la direccién AD, o sea la derivada direc-
cional de V(x, y,z), es igual a la com-
ponente del vector grad V en aquella di-
reccion. Esta es la relacidon usada al pasar
de la ec. (8.22) a las ecs. (8.23) y (8.24).
Para abreviar la notacién, se ha introdu-
cido un operador diferencial, identificado
por el simbolo V 1éase “nabla”. Se expresa
asf :

= |grad V| cos 6,

0 7 7

ox t oy T
En términos de este operador, el gra-
diente puede escribirse

grad V =VYV.

. Para mayor informacién sobre el gradien-

Fig. 8-16. El gradiente de V(Z,Y,2) te de una funcién, el estudiante puede

es una funcién vectorial perpendlcular ver Calculus and Analytic Geomelry (ter-

en cada punto ala superficie V. == const.  gery edicién), por G. B. Thomas. Reading,
Mass. : Addison-Wesley, 1962,

V = ux

EJEMPLO 8.8. Computar la energia potencial asociada con las siguientes fuerzas
centrales : (a) F = Kr, (b) F = K/r®. En ambos casos, si K es negativa la fuerza
es atractiva y si K es positiva la fuerza es repulsiva.

Solucién: Usando la ec. (8.25), para el caso (a), tenemos F = — 0Ep/0r = kr o
dEp = — kr dr. Integrando, obtenemos
Ep = f—krdr = —-%k‘rg + C.

La constante de integracién C se obtiene asignando un valor de E; a cierta po-
sicién. En este caso se acostumbra hacer Ep = 0 en r = 0, de modo que C =0
y Ep = — ikr®. Considerando que r? == x* + y* 4 z% podemos también escribir

Ep = — 3k(x* + y® + z%. Usando la ec. (8.23), hallamos que las componentes
rectangulares de la fuerza son
OEp oEyp cEp
F = —— ar——— == k N F == — = k » Fz _———— = k 3
* ox * Y oy y oz i

resultado que era de esperar, ya que la fuerza central F = kr en forma vectorial
es F = kr = k (uzx + uyy + u:2).

Para el caso (b) tenemos F = — 0Ep/or = k/r? o dEp = — k(dr/r*). Integrando
tenemos

Ep=-l.'—kd—:=£+(:.
r r
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Para fuerzas que contienen r en el denominador, es costumbre determinar C
haciendo E; = 0 en r = oo, de modo que €C = 0 y Ep = k/r. ;Cuéles son las com-
ponentes rectangulares de la fuerza en este caso?

- 8.8 Conservacion de la energia de una particula
-

Cuando la fuerza que actia en una particula es conservativa, se puede combinar
la ec. (8.17) con la ecuacién general (8.13),lo que nos da Ey,p — Ex,4 = Ep,a— E,pp
0 sea

(Ex + Ep)p = (Ex + Ep)a. (8.27)

La cantidad Ej + E, es llamada la energla lofal de la particula y designada
por E; esto es, la energia total de una particula es igual a la suma de su energia
cinética y su energia potencial, o sea

E = Ex + Ep = ym® + Eyfa, 4, 2). (8.28)
La ec. (8.27) indica que

cuando las fuerzas son conservalivas la energta total E de la particula
permanece conslante,

ya que los estados designados por A y B son arbitrarios. Asi, es posible escribir
para cualquier posicion de la particula,

E = E; + E; = const. (8.29)

En otras palabras, la energia de la parlicula se conserva. Esta es la razéon por
la que decimos que cuando hay una energia potencial, las fuerzas son conserva-
tivas. Por ejemplo, en el caso de un cuerpo que cae hemos visto (ec. 8.18) que
Ep = mgy, y la conservacién de la energia nos da

E = imv® + mgy = const. (8.30)

Figura 8-17
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Si inicialmente la particula estd a la altura y, y su velocidad es cero, la energia
total es mgy,, y tenemos 4mv® + mgy = mgy, 6 v* = 2¢(y, — y) = 2gh, donde
h =y, —y es la altura que ha caido. Este resultado corresponde a la bien co-
nocida férmula de la velocidad adquirida en caida libre desde una altura h.
Debemos notar, sin embargo, que la ec. (8.30) no estd restringida al movimiento
vertical; es igualmente valida para el movimiento de un proyectil moviéndose
en 4ngulo con la vertical.

Debe notarse que, para una energia total dada, la magnitud de la velocidad
(cualquiera que sea la direccién del movimiento) en un punto dado es fijada por
la ec. (8.29). Esto resulta particularmente claro en el caso del movimiento bajo la
accion de la gravedad, como se muestra en la ec. (8.30).

EJEMPLO 8.9. Determinar la altura minima desde la cual una bola debiera em-
pezar a caer de manera que pueda completar el movimiento circular mostrado en
Fig. 8-17. Suponer que la bola reshala sin rodar y sin ninguna friccién.

Solucién: Supongamos que la bola es soltada del punto A a una altura h sobre la
base de la circunferencia en la Fig. 8-17. La bola gana velocidad al moverse hacia
abajo y empieza a perderla cuando sube per la circunferencia. En cualquier punte
del riel, las fuerzas actuantes sobre la particula son su peso mg y la fuerza F de-
bida al riel. (La fuerza F apunta hacia el centro de la circunferencia, ya que el riel
“empuja’’ pero no “tira”). En el punto més alto de la circunferencia, tanto mg
como F apuntan hacia el centro O, y de acuerdo a la ec. (7.28) tenemos

mv?
R ?
donde R es el radio de la circunferencia. Ya que F no puede ser negativa, la mi-

nima velocidad de la bola en B, si es que describe la circunferencia, debe corres-
ponder a F = 0 o sea mg = mv?/R, lo que da

F 4+ mg =

v? = gR.

Si la velocidad es menor que ¥ gR, el peso hacia abajo es mayor que la fuerza
centripeta requerida, y la bola se separard del riel antes de llegar al punto B, y
describirda una parabola hasta caer de vuelta en aquél.

Para obtener la altura correspondiente a h, notamos que en el punto A la ener-
gia total es E4 = (Ex + Ep)a = mgh, ya quev = 0. En B, donde y = 2Ry =g¢gR,

Es = (Ex + Ep)s = m(gR) + mg2R) = -g—ng.

Asf, igualando los valores de E4 y Es, obtenemos h = —2— R, que es la minima alturs

del punto de partida de la bola si ella ha de completar la circunferencia. Este re
sultado es correcto siempre y cuando despreciemos las fuerzas de friccidn. Si Iz
bola rueda, debe usarse los métodos que se desarrollaran en el capitulo 10.

8.9 Movimiento rectilineo bajo fuerzas conservalivas

En el caso general del movimiento rectilineo la energia potencial depende sola:
mente de una coordenada, digamos x, y la ec. (8.28) para la conservacién de l¢
energia es -
E = imv® + Ey(x). (8.31
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donde E, la energia total, es una constante. Esta ecuacién nos mostrara la utili-
dad practica del concepto de energia. Para el movimiento rectilineo v = dx/di,
y la ec. (8.31) da '

dx \?
Resolviendo para dz/di, obtenemos
dx 2 1/2
— =<{—|E—E . .
= {21 ol .39

En las condiciones actuales podemos escribir esta ecuacién en forma tal que las
variables x y { estén separadas; esto es, que la variable x aparezca solamente
en un lado de la ecuacién y la variable { aparezca en el otro lado. Para nuestra
ecuacion, logramos esto escribiendo '

dx
{2/m)[E — Ep@)]}'*

Integrando (y haciendo #{, = 0 por conveniencia), tenemos

* dx t
ro {(2/M)[E — Ep(x)]}'* = fo dt = L (8.34)

Esta ecuaciéon nos permite obtener una relacion entre x y [, y resuelve asi el pro-
blema del movimiento rectilineo de la particula. Por consiguiente, siempre que
podamos encontrar la funcién de energia potencial [y esto es relativamente facil
si conocemos la fuerza como funcién de z, ya que simplemente utilizamos la
ec. (8.23) para obtener Ep(x)], la conservacion de la energia expresada por
la ec. (8.34) nos da directamente la solucion del problema del movimiento rectilineo.

EJEMPLO 8.10. Usar la ec. (8.34) para resolver el pr(;blema del movimiento rec-
tilineo bajo una fuerza constante,

Solucién: En este caso F es constante. Si tomamos el eje X a lo largo de la direc-

cién de la fuerza, la primera de las ecs. (8.23) nos da F = — dEp/dx 0 dEp = —F dx.
Integrando, obtenemos E, = — Fx + C, y estableciendo Ep = 0 para z =0,
obtenemos C = 0. En esta forma

Ep = — Fx

es la expresién de la energia potencial asociada con una fuerza constante. Esto
coincide con la ec. (8.29) si hacemos ¥ = uz F ; eso es, la fuerza F estd en la direc-
cion X. Usando la ec. (8.34), con x, == 0 por simplicidad, tenemos ahora

1 J‘x d _
@/mym ), (B + Foprir

0 sea

2 2 2 1/2
2 (E v __ 2 pue — (_) L
7 (E + Fzx) 7 m
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Despejando x, obtenemos
' 1/2
e L (E) e+ ()"
m m

Pero F/m = a, y ya que E = imv® 4 Fx es la energia total, tenemos que para
t = 0, cuando x = 0, la energia E es totalmente cinética e igual a mvi. Asi 2E/m =
= v}, y obtenemos finalmente para z, x = }at? 4+ v, que es la misma expresién ob-
tenida anteriormente en la ec. (5.11), con x, = 0 y ¢, = 0. Este problema es sufi-
cientemente simple para ser resuelto facilmente con los métodos del capitulo 5.
Lo hemos presentado aqui principalmente como una ilustracién de las técnicas
para resolver la ecuacién del movimiento usando el principio de la energfa.

8.10 Movimiento bajo fuerzas cenirales conservativas

En el caso de una fuerza central, cuando E, depende solamente de la distancia r,
la ec. (8.28) es

E = im® + E(r), (8.35)

a partir de la cual es posible determinar la velocidad a cualquier distancia. En
muchos casos la funcién E,(r) disminuye en valor absoluto cuando r aumenta.
Entonces a distancias muy grandes desde el centro, E,(r) es despreciable y la
magnitud de la velocidad es con8tante e independiente de la direcciéon del mo-
vimiento. Este es el principio que aplicamos en el ejemplo 7.16 cuando, en
la Fig. 7-28, indicamos que la velocidad final de la particula que se aleja, en B,
es la misma que la velocidad inicial en A.

Notese que, cuando tratamos del movimiento bajo la influencia de fuerzas
centrales, hay dos teoremas de conservacién. Uno es el de conservaciéon del mo-
mentum angular, discutido en la seccion 7.13, y otro es el de conservacion de
la energia, expresado por la ec. (8.35). Cuando usamos coordenadas polares r y 6,
recordando que las componentes de la velocidad son v, = dr/dt y vy = r d9/dt,
podemos escribir, de acuerdo con la ec. (5.63),

dr \2 do \2
"2="3+”3=(d—;) +’2(—dr)'

Pero por el principio de conservacion del momentum angular, usando la ec. (7.35),
L = mr? d6/dl, tenemos que

2 (ﬂi’_)z -
dt (mr)?”’

donde L es el momentum angular constante. Por consiguiente

dr \2 L2
= (&) *
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Introduciendo este resultado en la ec. (8.35), tenemos

dr \2 L2
E = im (E) + 55 + Eol0). (8.36)

Esta expresién se parece mucho a la ec. (8.32) para el movimiento rectilineo,
con velocidad dr/df, si es que suponemos que, en lo que al movimiento radial se
refiere, la particula se mueve con una energia potencial “efectiva”

2
Epent(r) =

D + Ep(r). (8.37)
El primer término se llama el pofencial de energia centrifuga, Ep(r) = L2[2mr?,
porque la “fuerza” asociada con él, usando la ec. (8.25), es Fe=—0E, /or=L*mr®
y, siendo positiva, apunta fuera del origen; esto es, es centrifuga. Desde luego
ninguna fuerza centrifuga actiia sobre la particula, excepto la que pueda deberse
al potencial real Ex(r), en el caso de que éste sea repulsivo y la fuerza centri-
fuga F. es nada mas que un util concepto matematico. Fisicamente este concepto
describe la tendencia de la particula, de acuerdo con la ley de inercia, de moverse
en una linea recta evitando hacerlo en curva. Introduciendo la ec. (8.37) en
la ec. (8.36), tenemos

dr \?
E = ‘}m (d_) + Ep,efl(r),
t
y resolviendo para dr/di, obtenemos
dr 2 1/2
— =<3—[E —Epe ; .
7 {m [ P, fr(r)]} (8.38)

que es formalmente idéntica a la ec. (8.33) para el movimiento rectilineo. Sepa-
rando las variables r y f e integrando (con f; = 0 por conveniencia), obtenemos

r dr t
f r0 (@IMIE — EpetrDIFE fo at =1, (8.39)

lo cual nos da la distancia r en funciéon del tiempo [esto es, r(f)], y por consi-
guiente tenemos la solucién de nuestro problema dinamico correspondiente al
movimiento radial.

Al despejar de la expresion para el momento angular, L = mr? d6/dt, la velo-
cidad do/df, obtenemos

da _ L (8.40)

dt mr2

Introduciendo entonces la r(f) obtenida dé la ec. (8.39) en la ec. (8.40), expre-
samos L/mr® como funcién del tiempo, y al integrar esta expresion obtenemos

t £
f" de=f L s e=eo+f L oa (8.41)
60 o mr? o mre
' '
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Esto da 6 en funcién del tiempo; esto es 6(f). En esta forma podemos resolver
el problema completamente, dando los movimientos radiales y angulares como
funciones del tiempo.

Algunas veces, sin embargo, nos interesa mds la ecuacion de la trayectoria.
Combinando las ecs. (8.38) y (8.40) por division, podemos escribir

dr _ {2Im)E — Epenln)]}

do Limr? (8.42)
o, separando las variables r y 8 e integrando,
r dr 0
‘ = do = 6 — 0, 8.43
fro (m/L)r2{(2/m)[E - Ep.eff(r)]}lm ) ’ ( )

Esta expresion que relaciona r con 6 da la ecuacién de la trayectoria en coor-
denadas polares. Reciprocamente, si conocemos la ecuacion de la trayectoria, de
manera que podamos computar dr/ds, la ec. (8.42) nos permite calcular la energia
potencial y entonces calcular la fuerza.

Esta seccion ha ilustrado la forma en que los principios de conservacion del
momentum angular y de la energia nos permiten resolver el movimiento de una
particula bajo la influencia de una fuerza central. A esta altura el estudiante
habra reconocido el hecho de que esos principios de conservaciéon no son curio-
sidades matematicas, sino herramientas reales y efectivas para resolver problemas
dinamicos. Debemos notar que cuando el movimiento se debe a_una fuerza cen-
tral la_conservacion-de-la energia no es suficiente para resolver el problema. Es
tambié&gg_t_:ﬂwm;j_gwusar_“la,.,conae_r_xacig’)_n_vd ] momentum angular. En el caso del
movimiento rectilineo, la conservacion de la energia es suficiente para resolver el
problema. Ello se debe a que la energia siendo una cantidad escalar, no puede
ser usada para determinar la direccion. del. movimiento y a gue en el movimiento
rectilineo la direccion est4 dada desde el comienzo.

Finalmente, declaremos en particular que los principios de conservacién del
momentum angular y de la energia, tal como son usados en este capitulo, son
propiedades asociadas con una particula individual bajo las circunstancias espe-
ciales de su movimiento, y que no hay relaciéon directa con la posible conserva-
ci6n de la energia total del universo. Este asunto serd discutido en mayor detalle
en el siguiente capitulo.

8.11 Discusion de curvas de energia potencial

Los graficos que representan E(z) contra z en problemas rectilineos de una sola
dimension y E,(r) contra r en los problemas de fuerza central son muy utiles
para ayudar a comprender el movimiento de una particula, aun sin resolver la
ecuacién del movimiento. En la Fig. 8-18 hemos ilustrado una posible curva de
energia potencial para un movimiento unidimensional. Cuando usamos la pri-
mera de las ecs. (8.23), la fuerza sobre la particula para cualquier valor de 2
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estd dada por F = — dE,/dx.* Pero dE,/dx es la pendiente de la curva E (r).
La pendiente es positiva siempre que la curva crece, y negativa cuando la curva
decrece. Por consiguiente, la fuerza F' (esto es el negativo de la pendiente), es
negativa, o dirigida a la izquierda, cuando la energia potencial est4 aumentando
y positiva, o dirigida a la derecha, cuan-

do la energia potencial est4 disminuyen- By N

do. Esta situacion ha sido indicada en | |**%

la Fig. 8-18 por flechas horizontales en

diferentes regiones marcadas debajo de

la figura. K | @)
En los puntos donde la energia

potencial es minima o maxima, tales H I

como M,, M, y M,, dEy/dx =0 y por @)

tanto F = 0; esto es, tales posiciones _r /";"P\

son de equilibrio. Aquellas posiciones c D F 7 o)

donde E,(xr) es minima el equilibrio

es estable; cuando la particula es des- \ - ‘j[ U

plazada ligeramente de su posicién de i 4 tEk \B M, (1)

equilibrio, estd sometida a una fuerza |E | |

que trata de devolverla a dicha posi- | VB M|

Bf

cion. Donde E (r) es maxima, el equi- L A7 ~l-
Derecha=~Izquierda=

librio es inestable, ya que si la par-
ticula sufre un ligero desplazamiento
de la posicion de equilibrio, experi-
menta una fuerza que trata de moverla
aiun mas lejos de dicha posicion.

Consideremos ahora una particula con energia total E, indicada por la linea
horizontal (1) de la Fig. 8-18. En cualquier posiciéon x, la energia potencial E,
estd dada por la ordenada de la curva y la energia cinética, Ex = E — E), esti
dada por la distancia de la curva Eg(z) a la linea E. La linea E corta la curva
Ep(z) en los puntos A y B. A la izquierda de A y a la derecha de B la energia E
es menor que la energia potencial Ep(z), y por tanto en dichas regiones la energia
cinética E; = E — E,, seria negativa. Pero esto es imposible ya que E; = {nu?
es necesariamente positiva. Por consiguiente, el movimiento de la particula esta
limitado al intervalo AB y la particula oscila entre £ = A’ y * = B’. En dichos
puntos la velocidad se anula y la particula cambia su movimiento. Esos puntos
se llaman de reforno.

Si la particula tiene una energia mayor, tal como la que corresponde a la
linea (2), hay dos regiones posibles de movimiento. Una es oscilante entre C 'y D
y la otra oscilante entre F y G. Sin embargo, si la  particula estd en una regién
no puede saltar nunca a la otra, porque ello requeriria pasar por la regiéon DF
donde la energia cinética seria negativa y por lo tanto dicha regién es prohibida.
Decimos que las dos regiones donde el movimiento es posible estdn separadas

<Der. -lequierdaal

Fig. 8-18. Relacién entre el movimiento
en linea recta y la energia potencial.

‘.
* No es necesario usar la notacién de derivada parcial en este caso ya que Ep depende solamente

de una variable, x.
wh
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por una barrera de potencial. En el nivel de energia (3), el movimiento es osci-
latorio entre H e I. Finalmente en el nivel de energia (4) el movimiento no es
mas oscilatorio y la particula puede moverse entre K y el infinito. Por ejemplo,
si la particula se estd moviendo inicialmente hacia la izquierda, al llegar a K
“rebota’, alejandose por la derecha sin regresar jamas. Cuando consideramos el
movimiento de las particulas atémicas, donde se aplica la mecanica cuéntica,
la descripcion que hemos dado requiere algunas modificaciones.

Ey
'l
\
i
\
\\E p,c("")
Y
A\
p \ @)
4 AY
(c) N
A
Ep, eﬂ'(r) s ~a
1 o o e e e -

M E_,,(T)
Fig. 8-19. Relaciones ener-
—_ géticas para el movimiento
(a) bajo fuerzas centrales.

Considerando ahora el importante caso de las fuerzas centrales, supongamos
una energia potencial E,(r) correspondiente a una fuerza que'es atractiva a todas
las distancias: — 8Ep/or es negativa y Ep(r) es una funcion creciente, tal como
se indica con la curva (a) de la Fig. 8-19. El potencial de energia centrifugo
Ep . = L2mr?® est4 indicado por la linea punteada (b). El término centrifugo es
muy pequeilo a grandes distancias pero aumenta r4apidamente a pequeias dis-
tancias. En muchos casos de interés fisico el potencial de energia centrifuga es
el término dominante a pequeias distancias, dando como resultado una energia
potencial E, et = Ep ¢ + Ep(r) con la forma indicada por la curva (c).

Si la energia total E de la particula corresponde a la linea horizontal (1), el
radio de la orbita oscilard entre los valores maximo y minimo r; y r,, y la 6rbita
tendra la forma ilustrada en la Fig. 8-20. Pero si la energia corresponde a un
valor tal como el de la linea (2) de la Fig. 8-19, la érbita no estd limitada, y la
particula viene del infinito hasta el punto C de aproximacion minima a la dis-
tancia rmin, y- se aleja ‘entonces sin volver a regresar, tal como se muestra en
la Fig. 8-21. Si la energia corresponde al minimo M de E p,efts cO0mo se indica con la
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Fig. 8-20. Forma general de la trayec- Fig. 8-21. Distancia de mayor apro-
toria para el movimiento bajo fuerzas ximacion. .
centrales.

linea (3), entonces existe una sola interseccion y la distancia al centro permanece
constante, dando como resultado que la particula describa una trayectoria circu-
lar de radio r,. Notese que la distancia de aproximacion minima aumenta con
los valores crecientes del momentum angular, debido al efecto de la energia po-
tencial centrifuga Ep ((r).

Si, por algan mecanismo, una particula que tiene energia igual a la del nivel (1)
de la Fig. 8-19 puede absorber energia y por tanto “saltar’ al nivel de energia (2),
se alejara del centro de fuerza; esto es, se ‘“disociara” del centro de fuerza. La
minima energia que una particula requiere para disociarse del nivel de energia (1)
ha sido indicada en la Fig. 8-19 por E,;. Por otra parte, si la particula inicialmente
en el nivel de energia (2) por algiun proceso pierde energia y pasa cerca del centro
de fuerza, puede saltar al nivel de energia (1), y permanecerd entonces en una
6rbita limitada. Podemos decir que ha sido “capturada” por el centro de fuerza.
Esta situacion se presenta, por ejemplo, en la disociaciéon y formacién molecular.

En el caso de una molécula diatémica tal como H, o CO, la energia poten-
cial E, para la interaccion entre los dos 4tomos tiene la forma (c) en la Fig. 8-19.
Tal energia potencial, ilustrada por la curva (a) en la Fig. 822, corresponde a
una atraccion a grandes distancias y a una repulsién a cortas distancias, impi-
diendo asi que los dos 4tomos se unan en una sola unidad aun en la ausencia del
efecto centrifugo. El efecto del potencial centrifugo E, . dado por la curva pun-
teada (b) es ylevar la curva al perfil (c). Podemos, por consiguiente, visualizar los
atomos de la molécula con una energia E en un estado de oscilacion relativa
entre P, y P,. Si la molécula absorbe energia en cantidad apropiada, puede diso-
ciarse y separarse en dos 4tomos que se alejaran uno del otro.

EJEMPLO 8.11. La energia potencial para la interaccién entre dos moléculas
de gas puede aproximarse por la expresién

=32 (2]

r
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Fig. 8-22. Potencial intermolecular. Fig. 8-28. Potencial intermolecular de

Lennard-Jones.

donde E,,, y r, son constantes positivas y r es la separacién entre las moléculas.
Este modelo para las energias potenciales moleculares fue introducido por el cien-
tifico inglés J. Lennard-Jones. Hallar la posicién de equilibrio y el valor de la
energia potencial en dicho punto. El grifico de Ex(r) estd mostrado en la Fig. 8.23.

Solucién: En la posiciéon de equilibrio, F = — 0E,/0r = 0. Por tanto
aEp r3 r}]z
= —Ep,y|—12 — + 12 =0
o 2.0 r +t 1
' "|
o sea r = r,. Poniendo r = r, en Ep(r), obtenemos Ep, = — Ej,, para la energia

potencial en el punto de equilibrio. Para distancias menores que r,, la fuerza in-
termolecular es repulsiva [Ex(r) es una funcién decreciente] y para distancias ma-
yores que r, es atractiva [Ep(r) es una funcién creciente].

1Cudl es el término dominante en Ey(r) a pequeiias distancias, y cudl a grandes
distancias? Sugerimos que el estudiante represente la fuerza como funcién de la
separacién r y determine la separacién para la cual la fuerza atractiva es maxima.
Sugerimos también que busque en la literatura valores apropiados de Ep,, ¥ 7o

8.12 Fuerzas no conservativas

Es facil encontrar fuerzas en la naturaleza que no son conservativas. Un ejemplo
de ellas es la friccién. La friccién siempre se opone al desplazamiento. Su trabajo
depende de la trayectoria seguida y, aunque la trayectoria pueda ser cerrada,
el trabajo no es nulo, de modo que la ec. (8.20) no se aplica. Similarmente, la
friccién en los fluidos se opone a la velocidad, y su valor depende de ésta mas
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no de la posicién. Una particula puede estar sujeta a fuerzas conservativas y no
conservativas al mismo tiempo.

Por ejemplo, una particula que cae en un fluido estd sujeta a la fuerza gravi-
tacional conservativa y a la fuerza de friccién no conservativa. Llamando E, a
la energia potencial correspondiente a las fuerzas conservativas y W’ al trabajo
hecho por las fuerzas no conservativas (trabajo que, en general, es negativo porque
las fuerzas de friccion se oponen al movimiento), el trabajo total hecho en la
particula al moverse de A a B es W = Ep 4 — Ep g + W’. Usando la ec. (8.13),
podemos escribir

Ex,p— Exa =Epas—Epp+ W

(Ex + Ep)p— (Ex + Ep)a =W (8.44)

En este caso la cantidad Ey + Ep no permanece constante sino decrece (aumenta)
si W’ es negativo (positivo). Pero por otra parte, no podemos llamar a E;, + E,
la energia total de la particula, porque este concepto no es aplicable en este caso,
ya que no incluye todas las fuerzas presentes. El concepto de energia total de
una particula tiene significado sélo si fodas las fuerzas son conservativas. Sin
embargo la ec. (8.44) es util cuando queremos efectuar una comparacién entre
el caso en que actian solamente las fuerzas conservativas (de manera que Ey + Ep
sea la energia total) y.el caso en que hay fuerzas no conservativas adicionales.
Entonces decimos que la ec. (8.44) da la ganancia o la pérdida de energia debida
a las fuerzas no conservativas.

El trabajo no conservativo W’ representa asi una transferencia de energia que,
al corresponder a un movimiento molecular, es en general irreversible. La razon
para no poder ser recobrado es la dificultad, aun dentro de un punto de vista
estadistico, de volver todos los movimientos moleculares al estado inicial. En
algunos casos, sin embargo, los movimientos moleculares pueden estadisticamente
ser devueltos a las condiciones originales. Esto es, aun si ¢l estado final no es
microscopicamente idéntico al inicial, son estadisticamente equivalentes. Este
es el caso, por ejemplo, de un gas que se expande muy lentamente mientras hace
trabajo. Si después de la expansion el gas es comprimido lentamente a su condi-
cién fisica original, el estado final es estadisticamente equivalente al inicial.
El trabajo efectuado durante la compresion es el negativo del trabajo de ex-
pansién y el trabajo total es por tanto cero.

La existencia de fuerzas no conservativas tal como la friccion no debe ser con-
siderada como implicando necesariamente que puedan existir interacciones no
conservativas entre particulas fundamentales. Debemos recordar que las fuerzas
de friccion no corresponden a una interaccion entre dos particulas sino que son
conceptos realmente estadisticos (recordar la discusion de la seccién 7.9). La
friccion, por ejemplo, es el resultado de muchas interacciones individuales entre
las moléculas de los dos cuerpos en contacto. Cada una de estas interacciones
Puede ser expresada por una fuerza conservativa. Sin embargo, el efecto macros-
Copico no es conservativo por el siguiente motivo: aunque el cuerpo, al com-
Pletar una orbita cerrada, est4 macroscopicamente en su posicién original, las
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moléculas individuales no han retornado a su condicién original. Por consiguiente,
el estado final no es microscopicamente idéntico al inicial, ni tampoco equivalente

en un sentido estadistico.

EJEMPLO 8.12. Un cuerpo cae a través de un fluido viscoso partiendo del reposo
y de una altura y,. Calcular la rapidez con que se disipa su energfa cinética, y su
energia potencial gravitatoria.

Solucién: Cuando el cuerpo se halla a cierta altura cayendo con una velocidad v,
la suma de sus energias cinética y potencial gravitatoria es ymv* + mgy. La ra-
pidez de disipacién de energia (o pérdida de energia por unidad de tiempo) debida
a la accién de las fuerzas viscosas no conservativas es por tanto

i — _d_ H
di (Ex + Ep) = di (Amw? + mgy).

Sugerimos primero al estudiante, usando las ecuaciones del ejemplo 7.7, expresar
v* e y como funciones del tiempo. Entonces, por cdlculo de la derivada ante-
rior, podra resolver el problema. .

Proponemos, sin embargo, demostrar c¢é6mo puede ser resuelto el problema por
un procedimiento diferente. De aciuerdo a la ec. (8.44), si los puntos A y B son muy
cercanos entre si, podemos escribir la ecuacién d(Es + Ep) = dW’ = F'dxz, donde
F’ es la fuerza no conservativa. En nuestro ejemplo F’ es debida a la friccién del
fluido y tiene la forma Fy = — knv dada en la ecuacién (7.18). Asi

d dx
el Eo) = F — = (— = — Krpb.
T (Ex + Ej) F T (— Kqno) n

Para v tomamos el resultado obtenido en el ejemplo 7.8,

F
p = —— [1— ¢~ (Enmkt
Ky [1—e I

donde F = mg es el peso de la particula (corregido segiin el efecto de flotacién
debido al fluido). Por tanto

d _ Mg tmmemips

T (Ex + Ep) = Kn [1—e I
El signo negativo para la rapidez de disipacién energética indica que el cuerpd
est4 perdiendo energia cinética y potencial gravitatoria. Sin embargo, esta energia
no estd “perdida”, sino transferida a las moléculas del fluido en una forma que et
practicamente imposible de recobrar. Después de un cierto tiempo la exponencial
es esencialmente cero. Por tanto podemos escribir

m'g’
Ky ’

demostrando asi que la energia es perdida con rapidez constante. Esta condiciér
es llamada estacionaria.

Es interesante observar este resultado desde un dngulo diferente. Vimos en e
ejemplo 7.8 que después de un tiempo largo la velocidad se torna constante e igua
a F/Kv, donde F = mg. En esa forma la energia cinética Ex permanece cons
tante y solamente la energia potencial Ep = mgy varfa. Por consiguiente podemo!
escribir

d
4 (Ex + Ep) = —
dt(k-l' )

dE; _ d ']
T ar ey =mi g,

d
—d-i- (Ek + Ep)u =
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donde el subindice ss significa que éste es un problema estacionario. Pero dy/di
es la velocidad limite dada en la ec. (7.21), y podemos escribir dy/dt = — F/Kv =
— — mg/K». La razén para el signo negativo es que y es medida hacia arriba y

que la velocidad limite esta dirigida hacia abajo. Sustituyendo este valor en la ex-
presién previa, obtenemos

ﬂ)__ﬂ
K Knq '’

que coincide con el resultado obtenido antes. Notamos, entonces, que después de
cierto tiempo la energia potencial gravitatoria perdida por el cuerpo es disipada
en agitacién molecular del fluido. Esta es una manera de decir que la fuerza de gra-
vitacién es balanceada por la fuerza opuesta debida a la viscosidad del ruido.

d
a (Ex + Ep)ss = myg (—

8.13 Teorema del virial para una sola parlicula

Este teorema (aunque no es tan importante como el de conservacion del momen-
tum angular bajo una fuerza central o el de conservacion de energia bajo una
fuerza conservativa) es muy util para obtener ciertos resultados practicos.
Considérese una particula de masa m en movimiento bajo la accién de una
fuerza F. Definamos la cantidad escalar A = mw-r, donde 7 es el vector posiciéon
de la particula y ® su velocidad. Tomando la derivada temporal de A, tenemos
dA dv
—_ = m
dt dt
ya que @ = dv/dt y v = dr/di. El ultimo término, segun la ec. (8.12), es el doble
de la energia cinética de la particula y en el primer término podemos escribir
ma = F. Luego
dA

== — F-r + 2E,
il + 2Ly

r —[—mv-fl—:. =ma-r + m?,

Si tomamos el promedio temporal de esta ecuacion, tenemos

dA
(W) — (F-1) + 2E). (8.45)

El promedio temporal, en un intervalo 7, de cualquier cantidad f(f) que depende
del tiempo se define por

- [ roa

En nuestro caso, entonces,

(E“*_)=if’fé_dt=ljm=i‘:ﬁ, (8.46)
dt T J, dl T J, T

Si el tiempo 7 es muy grande y si A no crece indefinidamente con el tiempo,
la cantidad (A — Ay)/r puede ser tan pequeiia (si 7 es suficientemente grande)
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que puede ser considerada nula. Este es el caso de la particula que se mueve
dentro de una region limitada. Por ejemplo, un electrén en un atomo se mueve en
una region espacial limitada y los valores de  y » que le pertenecen, y que son
las cantidades que intervienen en la definicion de A, son acotados. Puede decirse
lo mismo de la tierra en su movimiento alrededor del sol. Por tanto, poniendo

(dA/df) = 0 en la ec. (8.45), hallamos que
(Ex) = —3(F 7). (8.47)

Este es el feorema del virial para una particula. La cantidad — 3(F-7) se llama

el virial de la particula.
E] teorema del virial adopta una forma especial cuando las fuerzas son centrales

y conservativas. Si Ep(r) es la energia potencial, entonces F = — udEy/dr y
F.r = —r dE,/dr ya que w,-r = . Luego, la ec. (8.47) se transforma en
.~ 1 ( dEp) ‘a |
Ep) =— Pl. 8.48
Eo =5 (r52) (548)
Supongase que la energia potencial es de la forma Ep, = — k/r. Entonces
dE, k  nE
dr r’

y la ec. (8.48) viene a ser
(Ex) = — 3n(Ep). (8.49)

Con este resultado, obtenemos una relaciéon entre los promedios temporales de
las energias cinética y potencial de la particula.

8.14 Critica del concepto de energia

En este capitulo hemos visto como podemos usar el concepto de energia de ma-
nera muy efectiva para resolver ciertos problemas dindmicos de una particula
cuando conocemos la fuerza en funcion de la posicién. Esta es una de las razones
basicas para introducir el concepto de energia en fisica.

Nuestra experiencia inmediata nos lleva a reconocer qué los cuerpos a nuestro
alrededor estan en movimiento. Atribuimos dichos movimientos a las interac-
ciones entre los cuerpos, y los describimos por medio de los conceptos de fuerza
y energia. Tales conceptos tienen un solo proposito: proporcionar métodos utiles
para analizar y predecir los movimientos que observamos. La gran utilidad del
concepto de energia potencial, como la del concepto de fuerza, es que nos permite
asociar formas especificas de energia potencial con interacciones especificas obser-
vadas en la naturaleza. Tal resultado no es sorprendente, ya que la fuerza F
esta relacionada con la energia potencial Ej, por medio de la ec. (8.24). Es dichs
relacion entre energia potencial e interaccion lo que da verdaderamente significadc
fisico a la idea de energia potencial.
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Al conocer la energia potencial como funcién de la posicion, podemos describir
cualitativamente el movimiento, como se indicé en la seccion 8.11, o cuantita-
tivamente como se explicé en las secciones 8.9 y 8,10, En futuros capitulos dis-
cutiremos el hecho de que la interaccion entre dos cuerpos puede ser descrita
como un intercambio de energia o como un intercambio de momentum. Cual-
quiera de tales descripciones proporciona una representacion conveniente y til
de una interaccion. Alertamos al estudiante que, en lo que resta del libro, descri-
biremos los procesos que observamos en la naturaleza casi enteramente por medio
de los conceptos de momentum y energia.
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Problemas

8.1 Se aplica una fuerza F, que dura
20 s, a un cuerpo de 500 kg de masa. El
cuerpo inicialmente en reposo, adquiere
una velocidad de 0,5 m s~ como resultado
de la fuerza. Si ésta aumenta durante
15 s linealmente con el tiempo a partir
de 0 y entonces disminuye a cero en 5 s,
(a) hallar el impulso en el cuerpo causado
por la fuerza, (b) hallar la maxima fuerza
ejercida en el cuerpo y (c) representar F
contra ¢ encontrando el area bajo la
curva. jCoincide el valor de dicha area
con el resultado de (a)? Suponer que la
fuerza F es la tinica que actia sobre el
cuerpo.

8.2 Calcular el trabajo de una fuerza
constante de 12 N, cuyo punto de apli-
cacién se mueve 7 m, si el angulo entre
las direcciones de la fuerza y el desplaza-
miento es (a) 0°, (b) 60°, (c) 90°, (d)
145°, (e) 180°.

8.3 Calcular el trabajo efectuado por
un hombre gque arrastra un saco de
harina de 65 kg por 10 m a lo largo del
piso con una fuerza de 25 kgf y que luego
lo levanta hasta un camién cuya plata-
forma esta a 75 cm de altura. ;Cudl es
la potencia promedio desarrollada si el
proceso entero tomé 2 min?

8.4 Se define un pie-libra como el tra-
bajo efectuado por una fuerza de 1 1bf
al mover un cuerpo una distancia de
1 pie en su propia direccién. Verificar
que 1 pie-lb es igual a 1,356 J, y que
1 hp es igual a 746 W. Demostrar que
cuando la masa estd dada en slugs y la
velocidad en pie s—1, la energia cinética
queda expresada en pie-lb.

8.5 Un cuerpo de 4 kg de masa se
mueve hacia arriba en un plano incli-
nado 20° con respecto a la horizontal.
Sobre el cuerpo actian las siguientes
fuerzas: una fuerza horizontal de 80 N,
una fuerza paralela al plano de 100 N,
favoreciendo el movimiento, y una fuerza
constante de fricciéon de 10 N que se
opone al movimiento. El cuerpo se tras-
lada 20 m a lo largo del plano. Calcular
el trabajo total efectuado por el sistema
de fuerzas actuantes sobre el cuerpo,
asi como el trabajo de cada fuerza.

8.6 Un anillo m de kg de masa resbala
a lo largo de un arco metalico A BC muy
pulido (Fig. 8-24) que es arco de una cir-
cunferencia de 4 pies de radio. Sobre
el anillo actuan dos fuerzas F y F’, cuyas
magnitudes son 40 N y 150 N respectiva-
mente. La fuerza F es siempre tangente
a la circunferencia. La fuerza F’ actia
en direccién constante formando un an-
gulo de 30° con la horizontal. Calcular
el trabajo total efectuado por el sistema
de fuerzas sobre el anillo al moverse
éstede AaByde AacC.

Figurh 8-24

8.7 Un cuerpo de 0,10 kg de masa cal
de una altura de 3 m sobre un montér
de arena. Si el cuerpo penetra 3 cn
antes de detenerse, que fuerza constant(
ejerci6é la arena sabre é1? '

8.8 Un cuerpo con 1000 kg de masl
cae de una altura de 10 m sobre la cabeZz
de una barreta metadlica clavada perpen
dicularmente en el suelo hundiéndok
1 cm mas. Calcular la fuerza resistent
promedio ejercida por el terreno contr
la barreta. (Suponer que toda la energf
cinética del cuerpo se transforma en tra
bajo para hundir la barreta).

8.9 Un hombre de 80 kg de mas
sube por un plano inclinado 10° co
respecto a la horizontal a una velocida
de 6 km hr-%. Calcular la potencia dest
rrollada.

810 Un ascensor levanta 10 pasajerd
80 m en 3 min. Cada pasajero tiene un
masa de 80 kg, y el ascensor una mas



de 1000 kg. Calcular la potencia de su
motor en hp.

8.11 Un automévil sube por un camino
de 3° de inclinacién con una velocidad
constante de 45 km hr-!. La masa del
automoévil es de 1600 kg. ;Cual es la
potencia desarrollada por el motor?
;Cuil es el trabajo efectuado en 10 s?
Despreciar las fuerzas de friccion.

8.12 Un automdvil de 2000 1bf de peso
moviéndose en un camino horizontal
alcanza una velocidad maxima de 100
pies s7' cuando el motor desarrolla su
maxima potencia de 50 hp. Calcular la
m4ixima velocidad del automévil al subir
una colina con 5%de inclinacién. Supo-
ner que la resistencia del aire es cons-
tante.

8.13 Resolver el problema anterior para
un automévil que baja la colina.

3.14 Una fuerza constante de 60 dinas
actiia por 12 s en un cuerpo cuya masa
es de 10 gm. EI cuerpo tiene una veloci-
dad inicial de 60 cm s-! en la misma
direccion de la fuerza. Calcular (a) el
trabajo efectuado por la fuerza, (b) la
energia cinética final, (¢) la potencia
desarrollada, y (d) el aumento de la
energia cinética.

8.15 Repetir el problema anterior para
una fuerza que es perpendicular a la
velocidad inicial.

8.16 (a) ;Qué fuerza constante debe
ejercer el motor de un automdvil de
1500 kg de masa para aumentar la
velocidad de 4 km hr-! a 40 km hr-!
es 8 s? (b) Determine la variacién del
momentum y de la energia cinética. (c)
Determine el impulso recibido y el tra-
bajo efectuado por la fuerza. (d) Com-
pute la potencia promedio del motor.

8.17 Una pequeiia bola de acero de 1 kg
de masa estda amarrada al extremo de
un alambre de 1 m de longitud girando
en un circulo vertical alrededor del
otro extremo con una velocidad angu-
lar constante de 120 rad s-*, Calcular la
energia cinética. Si es mas bien la ener-
gla total la que permanece constante
Y no la velocidad angular, ;cual es el
cambio en la energia cinética y en la
Velocidad angular entre el punto mas
alto y el mas bajo del circulo? Suponer
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que el valor dado para la velocidad an-
gular se refiere al punto mas alto.

8.18 Un cuerpo de masa m se mueve
¥ relativa a un observador O y con velo-
cidad Vv’ relativa a 0O’. La velocidad
relativa entre O y O’ es v. Hallar 1a rela-
cién entre las energias cinéticas E, y
E’; de la particula medidas por O y O'.

8.19 Expresar, en eV, la energia ciné-
tica de un electrén (masa = 9,109 x
x 10-* kg) moviéndose a una velocidad
de 10* m s-!. Repetir para un protén
(masa = 1,675 x 103" kg).

8.20 Hallar la velocidad de un elec-
trén que llega a la pantalla de un tubo
de televisién con una energia de 1,8 X
X 104 eV,

8.21 Hallar la velocidad de un protén
que sale de un acelerador de particulas
con 3 x 105 eV de energia.

8.22 Cuando Ex es la energia cinética
en eV y v la velocidad en m s-!, demostrar
que estan relacionadas por Ex = 2,843 X
X 10-1%p2 para el electrén y Ex = 5,228 X
x 10-%p* para el potrén,

8.23 La fuerza actuante sobre un cuer-
po de 10 kg de masa es F = uz(10 + 2{)
N, donde ¢ est4 en segundos. (a) Deter-
minar los cambios de momentum y de
velocidad del cuerpo después de 4 s,
asi como el impulso recibido. (b) (Por
cuinto tiempo deberia actuar la fuerza
sobre el cuerpo para que el impulso
sea de 200 N s? Responder ambas pre-
guntas para un cuerpo que esta inicial-
mente en reposo y para otro con una
velocidad injcial —uu{6) m s-2,

8.24 Una masa de 10 kg se mueve bajo
la accién de la fuerza F = us(5f) + uy
(3t* — 1) N. Cuando { = 0 el cuerpo esta
en reposo en el origen. (a) Hallar el
momentum y la energia cinética del
cuerpo cuando ¢{ = 10 s. (b) Computar
el impulso y el trabajo efectuado por la
fuerza de { =0 a t = 10 s. Comparar
con las respuestas en (a).

8.25 Una masa de 20 kg se mueve bajo
la influencia de la fuerza F = u: (1001)
N, donde { se mide en segundos. Si,
para { = 2, v = ux(3) m s-1, determine (a)
el impulso dado a la particula durante
el intervalo 2 s <t <10 s, y (b) el mo-
mentum de la masa cuando ¢ = 10 s.
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(c) Pruebe que el impulso es igual al
cambio de momentum de la masa en
el intervalo dado. (d) Encuentre el tra-
bajo efectuado sobre la particula y,
(e) su energia cinética cuando { = 10 s,
(f) Demuestre que el cambio de energia
cinética es igual al trabajo efectuado.

8.26 Repetir el problema anterior para
v = uy(3f) ms! cuando ! = 2 s.

8.27 Sobre una particula actia la fuerza
F = uiy® — x?) + wy(3zy). Hallar el
trabajo efectuado por la fuerza al mo-
verse la particula del punto (0, 0) al
punto (2,4) siguiendo las siguientes tra-
yectorias : (a) a lo largo del eje X desde
(0,0 hasta (2,0) y, paralelamente al eje Y,
hasta (2,4) ; (b) a lo largo del eje Y desde
(0,0) hasta (0,4) v, paralelamente al
eje X, hasta (2,4), (c) a lo large de la
recta que une ambos puntos ; (d) a lo
largo de la parabola y = 2% LEs conser-
vativa esta fuerza? ‘

8.28 Repetir el problema anterior para
la fuerza F = us(2xy) + uy(z?).

8.99 Seda F = uz(7)—uy(6)N. (a) Com-
putar el trabajo efectuado cuando una
particula va del origen a r = uz (—3) +
4+ uy(4) + uA16) m. Es necesario espe-
cificar la trayectoria seguida por la par-
ticula? (b) Computar la potencia pro-
medio si tomé 0,6 s el ir de un lugar al
otro. Exprese su respuesta en watts y
caballos-vapor. (c) Si F es la tinica fuerza
actuante, calcular el cambio de la energia
cinética.

8.30 La fuerza en el problema anterior
es conservativa, ya que es constante.
Calcular la diferencia de energia poten-
cial entre los puntos extremos. Deter-
minar la energia potencial en el punto
r = ua:(7) + uy(16) + uz(——42) m.

8.31 Una particula se mueve bajo la
accién de una fuerza atractiva que varia
con el inverso del cuadrado : F = — k/r%
La trayectoria es una circunferencia de
radio r. Demostrar que la energia total
es E = — k/2r, que la velocidad es v =
(k/mr)t’t, y que el momentum anguiar
es L = (mkr)l/2

8.32 Un plano inclinado tiene 13 m
de largo y su base 12 m. Un cuerpo
de 0,80 kg de masa resbala desde arriba
con una velocidad inicial de 100 em s-L.

(Cudles son su velocidad y su energia
cinética al llegar al final del plano?

8.33 Representar las energias potencial
y cinética como funcién de (a) el tiempo
y (b) la altura, para un cuerpo que cae
a partir del reposo desde una altura h.
Verificar que la suma de las ordenadas
correspondientes es constante.

8.34 Selanza verticalmente hacia arriba
un cuerpo de 20 kg de masa con una
velocidad de 50 m s-1. Calcular (a) los
valores iniciales de E¢, Ep ¥ E; (b) Ex

y Ep después de 3s; (c) Exy Epa 100 m '

de altura; y, (d) la altura del cuerpo
cuando Ex es reducida a un 80 % de su
valor inicial.

8.35 Una bola de 0,40 kg es lanzada .
horizontalmente desde la cimg de una

colina, a 120 m de altura, con una veloci-
dad de 6 m s-1, Calcular (a) la energia ci-
nética inicial de la bola, (b) su energia
potencial inicial, (c) su energia cinética
al chocar con el suelo, y (d) su velocidad
en esta ultima circunstancia.

8.36 Una bomba de 10 kg de masa es

soltada desde un avién que vuela hori- |

zontalmente a 270 km hr—%. Si el avién _
estd a 100 m de altura, calcular (a) la .
energia cinética inicial de la bomba,
(b) su energia potencial inicial, (c) su
energia total, (d) su velocidad al llegar
al suelo, y (e) sus energias potencial ¥
cinética 10 s después de haber sido sol-
tada.

8.37 Utilizando solamente la conserva- ¢
cién de la energia, calcular la velocidad ?
de la bomba en el problema anterior}
cuando se halla a 50 m sobre el suelo {
y su altitud cuando la energia cinética 4
ha aumentade un 30 9 sobre su valor

inicial. . ‘
8.38 Resolver el Problema 8.34 para1q
ei caso en que se lance el cuerpo en una’
direccién de 70° sobre la horizontal. ‘

8.39 Un muchacho de masa m est4 sen-
tado sobre un monticulo hemisférico de
nieve como se muestra en la Fig. 8-25.
Si empieza a resbalar desde el reposo
(suponiendo el hielo perfectamente liso)
sen qué punto P deja el muchacho de
tener contacto con el hielo?

8.40 Tres cafiones disparan con la
misma velocidad inicial (Fig. 8-26) de.
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modo que las balas pasan todas por el

mismo punto A (no necesariamente en el
mismo instante). Copiar la Fig. 8-26 y
dibujar los vectores velocidad en A.
Basando sus calculos en consideraciones
de energia, determinar la relacién entre
las magnitudes de las velocidades en A.
A partir de su respuesta puede Ud. con-
cluir que, usando nada mds que la con-
servacién de la energia, es posible deter-
minar la direccibn del movimiento?
LPor qué?

8.41 Un cuerpo de 0,5 kg de masa es
soltado desde una altura de 1 m sobre
un pequeiio resorte vertical sujeto al
suelo y cuya constante es k = 2000 N
m-!, Calcular la maxima deformacién
del resorte.

Figura 8-27
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8.42 El cuerpo A en la Fig, 8-27 tiene
una masa de 0,5 kg. Partiendo del reposo
resbala 3 m sobre un plano muy liso,
inclinado 45° sobre la horizontal, hasta
que choca con el resorte M, cuyo ex-
tremo B est4 fijo al final del plano, la
constante del resorte es k = 400 N m-1,
Calcular su méaxima deformacién.

8.43 Un cuerpo de 5 kg de masa cuelga
de un resorte cuya constante eléstica
es 2 X 10® Nm-. Si se permite que
el resorte se expanda lentamente, ;a qué
distancia llegara a desplazarse el cuerpo?
Se suelta ahora el cuerpo para que caiga
libremente. Hallar (a) la aceleracién ini-
cial y (b) la aceleracién y la velocidad

‘cuando ha caido 0,010 m, 0,0245 m
'y 0,030 m. Hacer consideraciones ener-

géticas siempre que sea posible.

8.44 En la molécula NH, el atomo N
ocupa el vértice de un tetraedro con
tres atomos H en la base (ver Fig. 2-3).
Evidentemente, el atomo N tiene dos
posiciones simétricas de equilibrio esta-
ble. Dibujar esquematicamente una
curva de energia potencial para el
dtomo N en funcién de su distancia a la
base del tetraedro y discutir su posible
movimiento en términos de la energia
total.

8.45 En la molécula de etano (C,H,),
los dos grupos CH, son tetraedros con
un atomo C en el vértice (Fig. 8-28).
Dichos grupos pueden rotar relativa-
mente alrededor de la linea que une los
dos atomos de carbono., Consideraciones
de simetria sugieren que haya dos con-
juntos de posiciones de equilibrio para
este movimiento ; un conjunto consiste

H
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de posiciones estables y el otro de inesta-
tables. Determinar dichas posiciones y
bosquejar esquematicamente la energia
potencial como funcién del dngulo ¢
entre 0 y 2=. Discutir el posible movi-
miento de rotacién para diferentes va-
lores de la energia total.

8.46 Dibujar, como en la Fig. 8-19,
Epeft para Ep(r) = —1/r y (a) Epc =
= 1/2r%, (b) Ep, = 2/r?, donde todas las
energias estdn en J y r esta en m. Deter-
minar la posicién de los minimos de
Epett en cada caso. Medir la energia
necesaria para pasar del minimo de la
primera curva al minimo de la segunda.

8.47 Un trineo de 20 kg. de masa se
desliza colina abajo, empezando a una
altura de 20 m. El trineo parte del reposo
y tiene una velocidad de 16 m s-* al
llegar al final de la pendiente. Calcular
la pérdida de energia debida al frota-
miento.

8.48 Una bola de 5 kg de masa que es
lanzada verticalmente hacia arriba con
una velocidad inicial de 20 m s-1, alcanza
una altura de 15 m. Calcular la pérdida
de energia debida a la resistencia del
aire.

8.49 Un tren que parte del reposo viaja
300 m camino abajo por una pendiente
del 1 9. Con el impulso asi adquirido,
sube 60 m por una pendiente del 2 9%
hasta detenerse. Calcular la fuerza de
resistencia al movimiento del tren. (Su-
poniendo que « y B son los dngulos con
la horizontal, tg « = 0,01 y tg g = 0,02).

8.50 Un cuerpo de masa m se desliza
hacia abajo por un plano de inclinacién a.
El coeficiente de friccién es f. Hallar
la rapidez con que se disipan las energias
potencial y cinética combinadas.

8.51 Resolver el ejemplo 8.12 sustitu-
yendo valores apropiados para v e y
como funciones de ¢ (obtenidas del ejem-
plo 7.8) en la expresién d/dt (Ex + Ep) =
= d/dt (Amv* + mgy). Demostrar que el
resultado es el mismo ya obtenido en el
ejemplo 8.12,

8.52 TUn cuerpo de 8 kg de masa reposa
sobre un plano horizontal estando en
contacto con el extremo libre de un re-
sorte también horizontal cuya constante

elastica es de 10* N m-1, El otro extremo
del resorte est4 fijo en una pared vertical.
Cuando se empuja el cuerpo hacia la
pared, el resorte se comprime 15 cm.
Al soltarlo entonces, el cuerpo es pro-
yectado horizontalmente por accién del
resorte. La fuerza de friccién entre el
cuerpo y el plano es constante y vale 5 N.
Calcular (a) la velocidad del cuerpo en
el instante en que el resorte recupera su
longitud original, y (b) la distancia re-
corrida por el cuerpo antes de detenerse,
suponiendo que la accién del resorte
sobre el cuerpo termina cuando aqueél

‘recobra su longitud normal. Discutir la

variacién de las energias cinética y po-
tencial del sistema cuerpo-resorte du-
rante todo el proceso.

8.53 Aplicar el teorema del virial para
obtener la energfa total de un cuerpo
en movimiento bajo una fuerza atractiva
F = —k/r®. Comparar la respuesta con
los resultados del Problema 8.31.

8.54 TUna particula se mueve en un
campo de fuerzas descrito por una de las
siguientes funciones de energia poten-
cial : (a) Ep(x) = azx”, (b) Ep = by*, (c)
Ep = cxy, (d) Ep=cxyz, (e) Ep = k(x?+
+ y? 4+ z%). En cada caso expresar el
campo de fuerza en forma vectorial.

8.55 Una particula esta sujeta a una
fuerza asociada con la energia potencial
Ep(x) = 322 — x3. (a) Trazar un grafico
de Ey(x). (b) Determinar la direccién
de la fuerza en rangos apropiados de la
variable x. (¢) Discutir los posibles movi-
mientos de la particula para diferentes
valores de su energia total. Hallar sus
posiciones de equilibrio (estable e ines-
table). :

8.56 La interaccién entre dos nucleones
puede ser representada con cierta aproxi-
macién por el poflencial de Yukawa
Ep(r) = —V, (ro/r)e-7/", donde V, vale
alrededor de 50 MeV y ry 1,56 x 10-% m.
Hallar la fuerza entre los dos nucleones
como funcién de su separacién. Hallar el
valor de la fuerza para r = r,. Estimar
el valor de r para el cual la fuerza tiene el
1 9, del valor que posee para I = r.

8.57 En vez de la interaccién de Yu-
kawa, considere una interaccién de la
forma Ex(r) = —V(ro/r), y repita los



mismos cdalculos. ;Qué concluye Ud.
acerca del efecto del factor e’/ en el
alcance de la fuerza?

8.58 Probar que cuando una fuerza es
conservativa, 8 Fz/0y = 0 Fy/0x, 0 Fy/0z =
= §F:/0y, y 0 F:/ox = 0Fz/0z. Se puede
probar que la reciproca es también ver-
dadera, y que por tanto se tiene asf una
importante manera de determinar si un
campo de fuerza es conservativo. Sobre
esta base, verificar cudles de las siguien-
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tes fuerzas son conservativas : (a) uw.x",
(b) uzy®, (c) ue(z®— y*) + w(3xy), (d)
u:(2xy) + wy(x?), (e) wzyz + wyzx +
+ wxy, (f) uzx 4 wyy + wez.

8.59 Demostrar que si la fuerza apli-
cada a un cuerpo es F = ku x v, donde
u es un vector unitario arbitrario, la
energia cinética permanece constante.
4Cuadl es el trabajo hecho por la fuerza?
Describir la naturaleza del movimiento
resultante.



