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7.1 Introducciéon

En el capitulo 5, relativo a la cinematica, discutimos los elementos que inter-
vienen en la ‘““descripcion’” del movimiento de una particula. Investiguemos
ahora la razon por la cual las particulas se mueven de la manera en que lo hacen.
LPor qué los cuerpos cerca de la superficie de la tierra caen con aceleracion cons-
tante? ;jPor qué la tierra se mueve alrededor del sol en una érbita eliptica? jPor
qué los atomos se unen para formar moléculas? ;Por qué oscila un resorte cuando
se le estira y luego se le suelta? Quisiéramos comprender estos y otros movimientos
que observamos continuamente a nuestro alrededor. Esta comprension es impor-
tante no solamente desde el punto de vista del conocimiento basico de la natu-
raleza, sino también desde el punto de vista de la ingenierfa y las aplicaciones
practicas. La comprensién de cémo se producen los movimientos nos capacita
para diseiiar maquinas y otros instrumentos practicos que se mueven en la forma
en que nosotros deseamos. El estudio de la relacién entre el movimiento de un
cuerpo y las causas de este movimiento se denomina dindmica.

Por nuestra experiencia diaria sabemos que el movimiento de un cuerpo es
un resultado directo de sus inferacciones con los otros cuerpos que lo rodean,
Cuando un bateador golpea una pelota, su accién modifica el movimiento de la
pelota. La trayectoria de un proyectil no es sino el resultado de su interaccion
con la tierra. El movimiento de un electrén alrededor de un nicleo es el resultado
de sus interacciones con el nicleo y quizas con otros electrones. Las interacciones
se describen convenientemente por un concepto matematico denominado fuerza.
El estudio de la dindmica es basicamente el analisis de la relacion entre la fuerza
y los ¢ambios en el movimiento de un cuerpo.

Las leyes del movimiento que presentaremos en la siguiente discusion son
generalizaciones que resultan de un anélisis cuidadoso de los movimientos que
observamos alrededor nuestro y la extrapolacién de nuestras observaciones a
ciertos experimentos ideales o simplificados.

7.2 Ley de inercia

Una particula libre es aquella que no estd sujeta a interaccién alguna. Estricta-
mente no existe tal cosa, ya que toda particula estd sujeta a interacciones con
el resto del mundo. Luego una particula libre deber4 estar completamente aislada,
o ser la unica particula en el mundo. Pero entonces seria imposible observarla
porque, en el proceso de la observacién, hay siempre una interaccién entre el
observador y la particula. En la practica, sin embargo, hay algunas particulas
que podemos considerar libres, ya sea porque se encuentran suficientemente
lejos de otras y sus interacciones son despreciables, o porque las interacciones
con las otras particulas se cancelan, dando una interaccién total nula.
Consideremos ahora la ley de inercia, la cual establece que

una particula libre se mueve siempre con velocidad constante, o
(lo que es lo mismo) sin aceleracion.
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Esto es, una particula libre se mueve en linea recta con una velocidad constante
o se encuentra en reposo (velocidad cerc). Esta proposicion se denomina la pri-
mera ley de Newton, porque fue inicialmente propuesta por Sir Isaac Newton
(1642-1727). Es la primera de tres “leyes” que €l enunciara en el siglo diecisiete.

Nosotros recordamos de los capitulos 5 y 6 que el movimiento es relativo.
Luego, cuando enunciamos la ley de inercia debemos indicar con respecto a
quién o a qué se refiere el movimiento de la particula libre. Suponemos que el
movimiento de la particula estd relacionade a un observador quien es asimismo
una particula libre (o un sistema); es decir, que no esta sujeto a interacciones
con el resto del mundo. Tal observador se denomina observador inercial, y el
sistema de referencia que él utiliza se llama un sislema inercial de referencia.
Suponemos que los sistemas inerciales de referencia no estdn rotando, debido a
que la existencia de rotaciones implicaria que hay aceleraciones (o cambios en
la velocidad debidos a cambios en la direccién), y entonces que hay interacciones,
lo cual seria contrario a nuestra definicién del observador inercial como ‘‘par-
ticula libre”” o sin aceleracién. De acuerdo a la ley de inercia, diferentes obser-
vadores inerciales pueden estar en movimiento, unos con relacién a otros, con
velocidad constante. Estando sus observaciones relacionadas ya sea mediante las
transformaciones de Galileo o las de Lorentz, dependiendo ello de la magnitud
de sus velocidades relativas.

Debido a su rotaciéon diaria y a su interaccion con el sol y los otros planetas,
la tierra no es un sistema inercial de referencia. Sin embargo, en muchos casos
los efectos de la rotacién de la tierra y las interacciones son despreciables, y los
sistemas de referencia unidos a nuestros laboratorios terrestres pueden, sin gran
error, ser considerados inerciales. Tampoco el sol es un sistema inercial de refe-
rencia. Debido a sus interacciones con otros cuerpos en la galaxia, el sol describe
una 6rbita curva alrededor del centro de la galaxia (Fig. 7-1). Sin embargo, como
el movimiento del sol es mas rectilineo y uniforme que el de la tierra (la acelera-
cion orbital de la tierra es 15 millones de veces mayor que la del sol), la seme-
janza del sol a un sistema inercial es mucho mayor.

5X10%0 m

Orbita del sol :

P = 2 % 10° afios

3% 10%m — 6,3 X 1015

Fig. 7-1. Un sistema situado en la tierra no es inercial debido a la rotacién diaria
de la tierra y a su movimiento acelerado alrededor del sol, El sol igualmente no es un
sistema inercial debido a su movimiento alrededor del centro de la galaxia. Sin
embargo, para propdsitos practicos cualquiera de estos cuerpos puede utilizarse
pPara definir un sistema inercial.
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Ilustremos algunos experimentos realizados en nuestros laboratorios terrestres
que sustenten la ley de inercia. Una bola esférica en reposo en una superficie
horizontal lisa permanece en reposo a menos que actuemos sobre ella. Esto
es, su velocidad permanece constante, con un valor igual a cero. Suponemos
que la superficie sobre la cual la bola est4d reposando equilibra la interaccion
entre la tierra y la bola, y por tanto que la bola se encuentra esencialmente libre
de interacciones. Cuando la bola es golpeada, como en el juego de billar, sufre
momentdneamente una interaccién y gana velocidad, pero después se encuentra
libre nuevamente, moviéndose en una linea recta con la velocidad adquirida
cuando se le golped. Si la bola es rigida y perfectamente esférica, y la superficie
es perfectamente horizontal y lisa, podemos suponer que la bola continuara
moviéndose de ese modo indefinidamente. En la practica este no es el caso, ya
que la bola disminuye su velocidad y eventualmente se detiene. Decimos entonces
que ha habido una interaccion adicional entre la bola y la superficie. Esta inter-
accion, llamada friccion, se estudiara mas adelante, h

7.3 Momentum lineal

En la seccién 2.3 dimos una definicion operacional de masa diciendo que es un
numero que asociamos a cada particula o cuerpo, el que se obtiene comparando
el cuerpo con un cuerpo patron, utilizando para elle una balanza de brazos iguales.
La masa, entonces, es un coeficiente que distingue una particula de otra. Nuestra
definiciéon operacional de masa nos da su valor suponiendo que la particula se
halle en reposo. Sin embargo, a partir de dicha definicién no sabemos si la masa
serda la misma cuando se encuentre en movimiento; luego, para ser precisos,
deberiamos utilizar el término masa en reposo. Supongamos, por el momento,
que la masa es independiente del estado de movimiento y llamémosla simple-
mente masa. Mas adelante, en el capitulo 11, haremos un analisis mas cuidadoso
de este aspecto importante y verificaremos que nuestra suposicién es una buena
aproximacion en tanto la velocidad de la particula sea muy pequefia comparada
con la velocidad de la luz.

El momentum lineal de una particula se define como el producto de su masa
por su velocidad. Designandolo por p, tenemos

p = mo. (7.1)

El momentum lineal es una cantidad vectorial, y tiene la misma direccion de la
velocidad. Es un concepto fisico de mucha importancia porque combina los dos
elementos que caracterizan el estado dindmico de una particula: su masa y su
velocidad. En adelante escribiremos la palabra momenfum en lugar de “momentum
lineal”. En el sistema MKSC, el momentum se expresa en m kg s (a esta unidad
no se le ha dado un nombre especial).

El hecho de que el momentum lineal es una cantidad dinamica con mayor
informacion que la velocidad puede demostrarse estudiando algunos experimentos
simples. Por ejemplo, es mas dificil detener o aumentar la velocidad de un camion
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cargado en movimiento que de uno vacio, aun si la velocidad original fuera la
misma en cada caso, porque el momentum de un cami6én cargado es mayor.
Podemos ahora expresar de otra manera la ley de inercia diciendo que

una particula libre siempre se mueve con momentum constante.

7.4 Principio de conservaciom del momentum

Una consecuencia inmediata de la ley de inercia es que un observador inercial
reconoce que una particula no es libre (es decir, que interactua con otras par-
ticulas) cuando observa que la velocidad o el momentum de la particula deja de
permanecer constante; o en otras palabras, cuando la particula experimenta una
aceleracion.

Consideremos ahora una situacién ideal. Supongamos que, en lugar de observar
una particula aislada en el universo, como se supuso en la ley de inercia, obser-
vamos dos particulas que estdn sujetas solamente a su interaccién mutua y se
encuentran por otro lado aisladas del resto del universo. Como resultado de su
interaccion, sus velocidades individuales no son constantes sino que cambian
con el tiempo, y sus trayectorias en general son curvas, como se indica en la Fig. 7-2
por las curvas (1) y (2). En un cierto tiempo {, la particula 1 se encuentra en A
con velocidad », y la particula 2 en B con velocidad v,. Posteriormente en el
tiempo ¢, las particulas se encuentran en A’ y B’ con velocidades »; y v,, res-
pectivamente. Denominando m; y m, las masas de las particulas, el momentum
total del sistema en el tiempo [ es

P =p, + p, = mv, + myv, (7.2)

Posteriormente en #, el momentum total
del sistema es

P = p; + p;, = mr; + myvs. (7.3)

Al escribir esta ecuaciéon hemos mantenido
nuestra suposicion de que las masas de las
particulas son independientes de sus esta-
dos de movimiento; asi hemos usado las
mismas masas de la ec. (7.2). De otra ma-
nera hubiéramos escrito P’ = m;v; + m,v,.
El resultado importante de nuestro expe-
rimento es que independientemente de los
valores de f y t', siempre encontramos como resultado de nuestra observacion,
que P = P’. En otros términos,

(2)

Fig. 7-2, Interaccion entre dos par-
ticulas.

el momenium tolal de un sistemma compuesto de dos particulas que
estan sujetas solamente a su inferaccién mulua permanece constanfe.

*
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Este resultado constituye el principio de la conservacion del momentum, uno de
los principios fundamentales y universales de la fisica. Consideremos, por ejemplo,
un atomo de hidrogeno, compuesto por un electron rotando alrededor de un
protén, y supongamos que el sistema se encuentra aislado de modo que solamente
se tomara en cuenta la interaccion entre el electrén y el proton. Por consiguiente,
la suma de los momentos del electron y del protén con relacion a un sistema
inercial de referencia es constante. Similarmente, consideremos el sistema com-
puesto por la tierra y la luna. Si fuera posible despreciar las interacciones debidas
al sol y a los otros cuerpos del sistema planetario, entonces la suma de los mo-
mentos de la tierra y la luna, con relacién a un sistema inercial de referencia,
seria constante.

Aunque el principio ya enunciado de la conservacién del momentum considera
solamente dos particulas, este principio se cumple para cualquier ntimero de
particulas que formen un sistema aislado; es decir, particulas que estdn sometidas
solamente a sus propias interacciones mutuas y no a interacciones con otras
partes del mundo. Por ello, el principio de la conservacién del momentum en su
forma general dice

el momentum fofnl de un sistema aislado de particulas es constante.

Por ejemplo, consideremos una molécula de hidrogeno compuesta por dos dtomos
(dos electrones y dos protones). Si la molécula esta aislada, de modo que solamente
las interacciones entre estas cuatro particulas son consideradas, la suma de sus
momentos en relacion a un sistema inercial de referencia sera constante. Simi-
larmente, consideremos nuestro sistema planetario, compuesto del sol, los plane-
tas y sus satélites. Si pudiéramos despreciar las interacciones con todos los otros
cuerpos celestes, el momentum total del sistema planetario en relacion a un
sistema inercial de referencia seria constante,

No se conocen excepciones a este principio general de conservacion del mo-
mentum. Por el contrario, cuando parece que hay violacién de este principio
en un experimento, el fisico inmediatamente busca alguna particula desconocida
o que no ha notado y la cual puede ser la causa de la aparente falta de conser-
vacion del momentum. Es esta bisqueda la que ha dado lugar a que los fisicos
identifiquen el neutrén, el neutrino, el foton, y muchas otras particulas elemen-
tales. Mas adelante tendremos que reformular el principio de la conservacion del
momentum en una manera algo diferente; pero para la gran mayoria de los
problemas que discutiremos, podemos usarlo en la manera en que se ha propuesto,

La conservacion del momentum puede expresarse matematicamente escribiendo
la siguiente ecuacién:

P=22ip;=p,+ p, + p; + ... = constante, (7.4)

la cual implica que, en un sistema aislado, el cambio en el momentum de una
particula durante un intervalo particular de tiempo es igual y opuesto al cambio
en el momentum del resto del sistema durante el mismo intervalo de tiempo.
Asi, por ejemplo, en el caso de una molécula de hidrogeno aislada, €l cambio del
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momentum de uno de los electrones es igual
y opuesto a la suma de los cambios en el
momentum del otro electrén y de los dos
protones.

Para el caso particular de dos particulas

P; + Py = constante (7.5)

es decir

— ! ’. 7'6
P+ Py =P+ Ps (7.6) Fig. 7-8. Intercambio de momen-

Nétese que, de la ec. (7.6) tum como resultado de la interaccién

pr—PL=P—P:=— P2 —p). (7.7)

0, lamando p' — p = Ap el cambio en el momentum entre los tiempos ¢ y ',
podemos escribir

Ap, = — Ap, (7.8)

Este resultado indica que, para dos particulas interactuantes, el cambio en el
momentum de una particula en un cierto intervalo de tiempo es igual y opuesto
al cambio en el momentum de la otra durante el mismo intervalo de tiempo
(Fig. 7-3). Por lo tanto, el resultado anterior puede expresarse igualmente diciendo
que

una interaccion produce un inlercambio de momentum,

de manera que el momentum “perdido’ por una de las particulas interactuantes
es igual al momentum *“ganado” por la otra particula.

La ley de inercia propuesta en la seccién 7.2 es justamente un caso particular
del principio de conservacién del momentum. Como tenemos solamente una
particula aislada en lugar de varias, la ec. (7.4), tiene solamente un término por
lo que p = constante o lo que es lo mismo, ® = constante, lo cual es una expre-
sibn de la ley de inercia.

Continuamente encontramos alrededor
nuestro, ejemplos del principio de con-
servacion del momentum. Un ejemplo
es el retroceso de una arma de fuego.
Inicialmente el sistema del caiién y la
bala se hallan en reposo, y el momen-
tum total es cero. Cuando el caibn es
disparado, retrocede para compensar el
momentum ganado por la bala. Cuando
un niucleo se desintegra, emitiendo (por
ejemplo) un electrén y un neutrino, el
momentum total del electrén, el neutrino, pje 7.4, El momentum se conserva
¥ el niicleo resultante debe ser cero, ya en la explosién de una granada.

7
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que inicialmente el sistema se encontraba en reposo con respecto a un sistema
inercial en el laboratorio. Similarmente, si una granada o una bomba estalla en
pleno vuelo, el momentum total de todos los fragmentos inmediatamente después
de la explosion debe tener un valor igual al momentum de Ia granada inme-
diatamente antes de la explosion (Fig. 7-4).

EJEMPLO 7.1. Un revélver cuya masa es de 0,80 kg dispara una bala cuya masa
es de 0,016 kg con una velocidad de 700 m s-'. Calcular la velocidad de retroceso
del revélver.

Solucién: Inicialmente tanto la bala como el revélver se encuentran en reposo y
su momentum total es cero. Después de la explosién la bala se desplaza hacia ade-
lante con un momentum

py = m; = (0,016 kg) x (700 m s-1) = 11,20 m kg s-1.

El revélver debe entonces retroceder con momentum igual pero opuesto. Por con-
siguiente debemos tener también :

p: = 11,20 m kg s~! = myp,
0, ya que m, = 0,80 kg,

p. — 11,20 m kg s
P 0,80 kg

= 14,0 m s-1,

EJEMPLO 7.2. Andlisis de la conservacién del momentum en las interacciones
entre particulas atémicas.

Fig. 7-5. Conservacién del momentum en la colisién de una particula (nucleo de
helio) y un protén (nicleo de hidrégeno).

Selucion: La fotografia de la cAmara de niebla en Ia Fig. 7-5 (a), muestra una par-
ticula alfa (o nucieo de helio) incidente interactuando con un atomo de hidrégeno
que se encontraba inicialmente en reposo formando parte del gas de la cimara. La
particula alfa sufre una deflexién de su direccién original y el 4tomo de hidrégeno
es puesto en movimiento. Si conocemos las masas respectivas, las que en este caso
tienen una relacién de 4 a 1, y medimos sus velocidades (por técnicas especiales
desarrolladas para analizar fotografias de cAmaras de niebla), podemos trazar el
diagrama del momentum de la Fig. 7-5 (b). Cuando, después de la interaccién, los
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momentos se suman, el resultado es igual al momentum de la particula alfa inci-
dente ; esto, es pa = py + pH. Hasta ahora se ha observado que la conservacién
del momentum se cumple en todas las interacciones atdmicas y nucleares.

7.5 Redefinicion de masa

Utilizando la definicién (7.1) del momentum, y suponiendo que la masa de una
particula es constante, podemos expresar el cambio en el momentum de la par-
ticula en un tiempo A{ como

Ap = A(mv) = m Av.

Por ello, la ec. (7.8) se convierte en m; Ay, =—m, Av, 0, considerando solamente
las magnitudes:

m2 = |A'!?1| , (7.9)
m, | Avy|

la cual indica que los cambios de magnitud de velocidad son inversamente pro-
porcionales a las masas. Este resultado nos permite definir la masa dinamica-
mente. Asi, si la particula 1 es nuestra particula *“patrén’, su masa m;, puede
definirse como la unidad. Haciendo interactuar cualquier otra particula, llamé-
mosle la particula 2, con la particula patrén y aplicando la ec. (7.9) podemos
obtener su masa m, Este resultado indica que nuestra definiciébn operacional
previa de masa de la secciéon 2.3 puede reemplazarse por esta nueva definicién
operacional, derivada a partir del principio de conservacién del momentum y
la suposicién de que la masa no cambia con la velocidad.

7.6 Segunda y lercera leyes de Newlon; concepto de fuerza

En muchos casos observamos el movimiento de solamente una particula, ya sea
porque no tenemos manera de observar las otras particulas con las cuales inter-
actiia o porque las ignoramos a propdsito. En esta situacién es algo dificil usar
el principio de conservacion del momentum. Sin embargo, hay una manera préc-
tica de resolver esta dificultad, introduciendo el concepto de fuerza. La teoria
matematica correspondiente se denomina dindmica de una particula.

La ecuacién 7.8 relaciona el cambio en el momentum de las particulas 1 y 2
durante el intervalo de tiempo Af = ¢ —{. Dividiendo ambos lados de esta
ecuacién entre Af, podemos escribir

ip, _ AP (7.10)

At At

que indica que las variaciones promedio con respecto al tiempo del momentum
de las particulas en un intervalo Af son iguales en magnitud y opuestas en direc-
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cion. Si hacemos Al muy pequeiio, vale decir, si encontramos el limite de la ec. (7.10)
cuaando A! —» 0, obtenemos

ap __ dps

i - (7.11)

de modo que las variaciones (vectoriales) instantineas del momentum de las
particulas, en cualquier instante {, son iguales y opuestas. Asi, utilizando nuestros
ejemplos previos, podemos ver que la variacion, con respecto al tiempo, del mo-
mentum del electrén en un dtomo aislado de hidrégeno es igual y opuesta a la
variacién, con respecto al tiempo, del momentum del protén. O, si suponemos
que la tierra y la luna constituyen un sistema aislado, la variacién, con respecto
al tiempo, del momentum de la tierra es igual y opuesto a la variacién, con res-
pecto al tiempo, del momentum de la luna.

Designaremos el cambio con respecto al tiempo del momentum de una particula
con el nombre de “fuerza’. Esto es, la fuerza que “actua’ sobre una particula es

dp -
=" (7.12)
La palabra ‘“‘actia” no es apropiada ya que sugiere la idea de algo aplicado a
la particula. La fuerza es un concepto matematico el cual, por definicién, es igual
a la derivada con respecto al tiempo del momentum de una particula dada, cuyo
valor a su vez depende de su interaccién con otras particulas. Por consiguiente,
fisicamente, podemos considerar la fuerza como la expresion de una interaccion.
Si la particula es libre, p = constante y F = dp/dt = 0. Por lo tanto, podemos
decir que no actian fuerzas sobre una particula libre.

La expresion (7.12) es la sequnda ley de movimiento de Newton; pero, como po-
demos ver, es mis una definici6n que una ley, y es una consecuencia directa del
principio de conservacién del momentum,

Utilizando el concepto de fuerza, podemos escribir la ec. (7.11) en la forma

F, = —F,, (7.13)

donde F, = dp,/dt es la fuerza sobre la particula 1 debido a su interaccién con
la particula 2 y F, = dp,/d!{ es la fuerza sobre la particula 2 debido a su inter-
accion con la particula 1. Luego llegamos a la conclusion que

cuando dos parliculas inleractian, la fuerza sobre una particula es
igual y opuesta a la fuerza sobre la ofra.

Esta es la lercera ley. del movimienlo de Newlon, nuevamente una consecuencia
de la definicion de fuerza y el principio de conservacion del momentum. Se le
denomina algunas veces como la ley de accién y reaccion.

En numerosos problemas F, (y por consiguiente también F,) puede expresarse
como una funcién del vector de posicién relativo de las dos particulas, r,, ¥y
quizas también como una funcion de su velocidad relativa. De acuerdo a la ec. (7.9),
si m, es mucho mayor que m,, el cambio en la velocidad de m, es muy pequefio
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comparado con aquel de m,, y podemos suponer que la particula 2 permanece
practicamente en reposo en algin sistema de referencia inercial. Podemos entonces
hablar del movimiento de la particula 1 bajo la accién de la fuerza F, (Fig. 7.6),
y F, puede considerarse una funcién de la posicién o la velocidad de m, solamente.
Es en estos casos que la ec. (7.12) es particularmente 1til. Por ejemplo, este es
el caso de los cuerpos terrestres que se mueven bajo la acciébn gravitacional de
la tierra, o de un electrén que se mueve con relacién a un nicleo atéomico.

La determinacion de F(r,;) en las diversas interacciones encontradas en
la naturaleza es uno de los problemas més importantes de la fisica, Es precisa-
mente debido a que el fisico ha sido capaz de asociar formas funcionales de F(r,y)
con diferentes interacciones observadas en la naturaleza que el concepto de
fuerza le ha sido tan util.

Recordando la definicién (7.1) del momentum, podemos escribir la ec. (7.12)
en la forma

F— d(mv)
dt

, (7.14)

y si m es constante, tenemos

F=m‘;—:’ 6 F=ma. (7.15)

Podemos expresar la ec. (7.15) en palabras diciendo:

La fuerza es igual a la masa multiplicada por la aceleracion, si la
masa es conslante.

Nétese que en este caso la fuerza tiene la misma direccién que la aceleracién.
Por la ec. (7.15) apreciamos que si la fuerza es constante la aceleracién, @ = F/m,
es también constante y el movimiento es uniformemente acelerado. Esto es lo
que sucede con cuerpos que caen cerca de la superficie terrestre: todos los cuerpos
caen hacia la tierra con la misma aceleracién g, y, por consiguiente, la fuerza de
atraccion gravitacional de la tierra, llamada peso, es

W = mg. (7.16)

[Estrictamente hablando, debiamos escribir W = mg,, estando g y g, relacionadas
por la ec. (6.27)].

Al escribir la ec. (7.12) hemos supuesto que la particula interactia solamente
con otra particula como se desprende de la discusién precedente a la ec. (7.12),
y la ilustracién de la Fig. 7-6. Sin embargo, si la particula m interactia son las
particulas m,, my, m, ... (Fig. 7-7) cada una produce un cambio en el momentum
de m que es caracterizado por las fuerzas respectivas F,, Fy, F, ..., de acuerdo
a la ec, (7.12). Luego el cambio fofal del momentum de la particula m es

d
d_ft’=F1+F,+F,+... = F.
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Fig. 7-8. Como resultado de la conser- Fig. 7-7. Fuerza resultante sobre una
vacion del momentum, la accién y la particula.
reaccién son iguales y opuestas.

La suma vectorial de la derecha recibe el nombre de fuerza resultante F aplicada
sobre m. Esta regla para calcular la fuerza resultante ya ha sido usada en el ca-
pitulo 4. En la Fig. 7-7 no hemos indicado las interacciones posibles entre m, y m,,
My, y My, My y my, etc., debido a que estas interacciones no son relevantes para
nuestro presente propésito. También hemos supuesto implicitamente que la in-
teraccién entre m y my, por ejemplo, no es alterada por la presencia de my, m,,. . .;
en otras palabras, hemos supuesto que no hay efectos de interferencia.

En las secciones que siguen en este capitulo, en las cuales discutiremos el mo-
vimiento de una particula, supondremos que la fuerza resultante Fes s6lo funci6n
de las coordenadas de la particula, ignorando asi el movimiento de
las otras particulas con las cuales interactiia. Esta aproximacién muy atil, como
dijimos antes, constituye lo que se conoce como la dindmica de una particula.
En capitulos posteriores consideraremos los movimientos de sistemas de par-
ticulas y las fuerzas asociadas con las diferentes interacciones conocidas por los
fisicos.

7.7 Critica del concepto de fuerza

Hagamos ahora una evaluacién critica: del concepto de fuerza. Nosotros intro-
dujimos este concepto (esto es, F = dp/df) en la ec. (7.12) como una nocién ma-
tematica conveniente para describir la variacién del cambio del momentum de
una particula debido a sus interacciones con otras particulas. Sin embargo, en
la vida diaria tenemos una imagen algo diferente del concepto de fuerza. Nosotros
“sentimos” una fuerza (realmente una interaccion) cuando un bateador golpea
una pelota, un martillo golpea un clavo, un boxeador golpea la cara de su opo-
nente, o un peso hala una cuerda. Y obviamente es dificil reconciliar esta imagen
sensorial de fuerza con la fuerza o interaccion entre el sol y la tierra. En ambos
casos, sin embargo, tenemos una interaccién entre dos cuerpos. El estudiante
puede decir: sf, pero hay una gran distancia entre el sol y la tierra, mientras
que el bateador “toca” la pelota. Y este es precisamente el punto en el cual las



7.8) Unidades de fuerza 167

cosas no son tan diferentes como parecen. No importa cudn compacto pueda
parecer un sélido, sus 4tomos estdn separados y mantienen sus posiciones en la
misma manera en que los planetas mantienen su posicion como resultado de sus
interacciones con el sol. El “bate” nunca estd en contacto con la pelota en el
sentido microscépico, aunque sus moléculas se acercan muacho a aquellas de la
pelota, produciendo una alteracién temporal en sus posiciones como resultado de
sus interacciones. Asi todas las fuerzas en la naturaleza corresponden a interac-
ciones entre cuerpos situados a cierta distancia entre ellos. En algunos casos la
distancia es tan pequeiia desde el punto de vista humano que tendemos a extra-
polar y pensamos que es cero. En otros casos la distancia es muy grande desde
el punto de vista humano. Sin embargo, desde el punto de vista fisico, no hay
diferencia esencial entre las dos clases de fuerza. Por lo tanto, debemos aplicar
tales conceptos sensoriales o macroscopicos como ‘‘contacto” muy cuidadosa-
mente cuando tratemos procesos en escala atéomica.

El hecho de que dos particulas interactian cuando las separa cierta distancia,
significa que debemos considerar un mecanismo para la transmisiéon de la inter-
accion. Este mecanismo se considerari en los capitulos posteriores; aqui diremos
solamente que nuestra discusion requerira una revision de la ec. (7.5). En la
forma en que estd escrita la ec. (7.5) presupone que la interacciéon entre las par-
ticulas es instantidnea. Sin embargo, las interacciones se propagan con una velo-
cidad finita presumiblemente igual a la de la luz, como se discutira en los capitulos
posteriores. A fin de tomar en cuenta el retardo en la interaccion debida a la velo-
cidad finita de la propagacién serd necesario incorporar un término adicional a
la ec. (7.5). Cuando esto se hace, el concepto de fuerza pasa a un plano secun-
dario y la ley de accion y reaccion pierde su significado. Sin embargo, mientras
las particulas se desplacen a velocidades pequeias en comparaciéon con la velo-
cidad de la luz, o interactien muy débilmente, la ec. (7.5) y la teoria que emana
de ella constituye una aproximacion excelente para describir la situacion fisica.

7.8 Unidades de fuerza

De las ecs. (7.12) o (7.15) apreciamos que la unidad de fuerza debe expresarse
en funcion de las unidades de masa y aceleraci6n. Asi en el sistema MKSC la
fuerza se mide en m kg s~% una unidad denominada newfon y denotada por N;
esto es, N = m kg s~2, consecuentemente, definimos el newton como la fuerza
que es aplicada a un cuerpo cuya masa es de un kg produce una aceleracién
de 1 ms2 '

Aunes frecuente el uso de la unidad cgs de fuerza llamada dina, y definida como
la fuerza que aplicada a un cuerpo cuya masa es de 1 gramo, le proporciona
una aceleracién de 1 cm s—2; esto es, dina =cm g s—%. Notando que 1 kg =10% g
Yy que 1 m = 102 em, vemos que N = m kg s—2 = (10% ¢cm) (10 g) s-% = 105 dinas.

La unidad britdnica de fuerza, muy raramente usada, es el poundal, definida
como la fuerza que actuando sobre un cuerpo cuya masa es de 1 libra le propor-
ciona una aceleraciéon de 1 pie lb s—2. Recordando que 1 Ib = 0,4536 kg y que
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1 pie = 0,3048 m, podemos escribir que poundal = (0,3048 m) (0,4536 kg) s2 =
= 0,1383 N.

Otras dos unidades son utilizadas frecuentemente por los ingenieros. Ella;
estan basadas en la ec. (7.16) la cual define el peso de un cuerpo. Una es el kilo
gramo fuerza, abreviado kgf, que se define como una fuerza igual al peso de un:
masa igual a un kilogramo. Asi, poniendo m =1 kg en la ec. (7.16), tenemo:
kgt = gN ~ 9,807 N. Analogamente la libra fuerza, abreviada lbf, se defing
como una fuerza igual al peso de una masa igual a 1 libra. Poniendo m =1 1t
en la ec. (7.16) obtenemos 1bf = g pdl ~ 32,17 pdl = 4,448 N.

Notese que la masa medida en kilogramos o libras y el peso medido en kilo-
gramos fuerza o libras fuerza se expresan por el mismo namero. Asi una mass
- de 7,24 1b pesa 7,24 Ibf o0 238,7 paundales. La introduccion de kgf y 1bf para medi
fuerzas requiere la definicion de nuevas unidades de masa si deseamos usar estas
unidades de fuerza junto con la ecuacién de movimiento F = ma. Por ejemplo,
en el sistema britanico tenemos que

Ibf = (nueva unidad de masa) x (pie s-2).
Llamando la nueva unidad de masa un slug, vemos que

slug = .Ibf _ 32,.17 pdl _ 32,17 1b,
pie s—2 pie s—2

6 1 1b =0,0311 slug. Un slug es, por consiguiente, la masa de un cuerpo cuya
aceleracion es de 1 pie s=2 cuando actiia sobre él una fuerza de 1 Ibf.

Aunque el peso, siendo una fuerza, debia expresarse en N o en paundales, es
costumbre, especialmente en usos caseros y de ingenieria, expresarlo en kilo-
gramos fuerza o libras fuerza. En la practica, sin embargo, uno habla de una
fuerza de tantas libras y no de libras fuerza.

EJEMPLO 7.3. Un automévil cuya masa es de 1000 kg sube por un camino cuya
inclinacion es de 20°. Determinar la fuerza que ha de ejercer el motor si el auto
debe moverse (a) con movimiento uniforme, (b) con aceleracién de 0,2 m s-% En-
contrar también en cada caso la fuerza ejercida sobre el automévil por el camino.

Solucién: Designamos la masa del automdvil por m ; las fuerzas que actian sobre
¢l se ilustran en la Fig. 7-8. Ellas son su peso W = myg, dirigido hacia abajo; ia fuerza F
debido al motor hacia arriba, y la fuerza N debido al camino en direccién perpen-
dicular a F. Usando un conjunto de ejes como el indicado en la figura, y empleando
la ec. (7.15), encontramos que el movimiento a lo largo de la direccién X satisface
la ecuacién :

F—mg sen o = ma 6 F =m(a 4+ g sen a).
El auto no tiene movimiento a lo largo del eje Y, por lo que
N-—mg cos a« =0 6 N = mg cos «.
Notamos que la fuerza N debido al camino es independiente de la aceleracién del

auto e, introduciendo valores numeéricos, es igual a 9210 N. Pero la fuerza F de-
bide al motor depende de la aceleracién del auto. Cuando el auto se mueve con
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velocidad constante, a =0, y F = mg sen «; en nuestro ejemplo es 3350 N.
Cuando se mueve con la aceleracién de 0,2 m s-2, entonces F = 3550 N.
Sugerimos que el estudiante resuelva este problema cuando el auto se mueve

hacia abajo.

EJEMPLO 7.4. Determinar la aceleracién con la cual se mueven las masas my m’
de la Fig. 7-9. Suponer que la rueda rota libremente alrededor de O y despreciar
cualquier efecto que pueda deberse a la masa de la rueda (estos efectos se conside-
raran mas adelante, en el capitulo 10).

Solueién: Supongamos que el movimiento es en la direccién mostrada por la flecha,
de manera que m estd cayendo y m’ subiendo. Ambas masas se mueven con la misma
aceleracién a si la cuerda es inextensible, como podemos suponer. L.as masas inter-
actiian a través de la cuerda. Designaremos por F las fuerzas iguales y opuestas
que ejercen las masas entre si. Luego la ecuacién del movimiento hacia abajo de m
con aceleraciéon a es mg — F = ma, y la ecuacién del movimiento hacia arriba de
m’ con la misma aceleracién a es F—m’g = m’a.
Sumando las dos ecuaciones, eliminamos F, y obtenemos

m—m’
m+4+m’

g =

para la aceleracién comun. Por lo tanto la tensién en la cuerda es

F=_21nn1—' g.
m-+ m

Un sistema similar al mostrado en la Fig. 7-9 y denominado mdquina de Atwood
se utiliza algunas veces para estudiar las leyes del movimiento uniformemente
acelerado. Una ventaja de su uso es que, empleando un valor de m muy préximo a
m’, podemos lograr que la aceleracién a sea muy pequeila, lo cual hace mas facil
observar el movimiento.

Y
A
\

Figura 7-8 Figura 7-9

EJEMPLO 7.5. Una particula de masa m = 10 kg, sometida a la accién de una
fuerza P = (120 { 4+ 40) N, se desplaza en una trayectoria rectilinea. Cuando { = 0
la particula se encuentra en x, = 5 m, con una velocidad vy, = 6 m s-1. Encontrar
su velocidad y posicién en cualquier instante posterior.
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Solucién: Usando la ec. (7.5), obtenemos
120¢ 4 40 = 10a 6 a= (12t + 4) ms-*,

De ahora en adelante procedemos como en el ejemplo 5.2. Ya que para movimiento
rectilineo . a = dv/dt,

dv
— = 12¢ + 4.
dt 2 +

Integrando, tenemos

13
f"dv - j (126 + 4)dt 6 v = (6* + 4t + 6) m 51,
8 0
Ahora, poniendo v = dx/df e integrando nuevamente, tenemos

f:dx= f:vdt= f:(ﬁt’ + 4t + 6) dt

xr = (20 + 21* 4 6f + 5) m,

lo cual nos permite encontrar la posicién en cualquier instante posterior.

7.9 Fuerzas de fricciéon

Cuando hay dos cuerpos en contacto, tal como en el caso de un libro que reposa
sobre una mesa, hay una resistencia que se opone al movimiento relativo entre
los dos cuerpos. Supongamos, por ejemplo, que empujamos el libro a lo largo
~ de la mesa, déndole cierta velocidad. Después de soltado, disminuye su velocidad
Yy hasta que se detiene. Esta pérdida del momentum es una indicacién de
la existencia de una fuerza opuesta al movimiento. Esta fuerza se denomina
friccion por deslizamiento y se debe a la interaccion entre las moléculas de los dos
cuerpos, algunas veces llamada cohesién o adhesion dependiendo de si los cuerpos
son del mismo o diferente material. El fenémeno es algo complejo y depende de
muchos factores tales como la condicién y la naturaleza de las superficies, la
' ~ velocidad relativa, etc. Podemos verifi-
o car experimentalmente que la fuerza de

Movimiento  _tr friccion F; tiene una magnitud que,

para muchos prop6sitos préacticos, puede
considerarse como proporcional a la fuer-
za normal N de presi6bn de un cuerpo
sobre el otro (Fig. 7-10). La constante de
proporcionalidad es llamada coeficiente
de friccion, y se designa por f. Esto es,

Fig. 7-10. La fuerza de friccion se €n magnitud

opone al imi d 1 .. . .
nl:eorza iongmlenm y depende de la F; = friccién por deslizamiento = fN.
(7.17)

La fuerza de friccién por deslizamiento siempre se opone al movimiento del cuerpo,
y por ende tiene una direccién opuesta a la velocidad. Podemos escribir la ec. (7.17)
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TABLA 7-1 Coelicientes de friecién (Todas las superticies

secas)*
Material fl fk
Acero sobre acero (duro) 0,78 0,42
Acero sobre acero (blando) 0,74 0,57
Plomo sobre acero (blando) 0,95 0,95
Cobre sobre acero (blando) 0,53 0,36
Niquel sobre niquel 1,10 0,53
Fierro fundido sobre flerro
fundido 1,10 0,15
Teflon sobre teflén (o sobre
acero) 0,04 0,04

* Estos valores deben considerarse como promedios, ya
que los coeficientes de friccion son cantidades macros-
copicas que dependen de las propiedades microscdépicas
de ambos materiales, y fluctian bastante.

en forma vectorial reconociendo que un vector unitario en la direcciéon del movi-
miento se obtiene dividiendo el vector velocidad entre la magnitud de la veloci-
dad, u, = ©/v. Esto permite escribir la ec. (7.17) en la forma vectorial F;=—wu,fN.
Por ejemplo, en el caso de la Fig. 7-10, si F es la fuerza aplicada que mueve al
cuerpo hacia la derecha (posiblemente al tirar de una cuerda), la fuerza horizontal
resultante hacia la derecha es F — u,fN, y la ecuacién de movimiento del cuerpo,
aplicando la ec. (7.15), es

ma = F — u, fN.

En general hay dos clases de coeficientes de friccién. El coeficiente estdtico de
friccién, f;, que al multiplicarse por la fuerza normal, nos da la fuerza minima
necesaria para poner en movimiento relativo dos cuerpos que estan inicialmente
en contacto y en reposo. El coeficiente cinético de friccion, fx, que al multiplicarse
por la fuerza normal, nos da la fuerza necesaria para mantener dos cuerpos
en movimiento uniforme relativo. Se ha encontrado experimentalmente que f, es
mayor que fr para todos los materiales hasta ahora examinados. La tabla 7-1
proporciona valores representativos de f, y fi para varios materiales.

La friccién es un concepto estadistico, ya que la fuerza F; representa la suma
de un nimero muy grande de interacciones entre las moléculas de los dos cuerpos
en contacto. Es, por supuesto, imposible tener en cuenta las interacciones molecu-
lares individuales, pues ellas se determinan en forma colectiva por
algin método experimental y representadas aproximadamente por el coeficiente
de friccion.

En los siguientes ejemplos ilustramos cémo tratar  problemas dindmicos
involucrando friccion entre solidos.

EJEMPLO 7.6. Un cuerpo cuya masa es de 0,80 kg se encuentra sobre un plano
Inclinado 30°. ;Qué fuerza debe aplicarse al cuerpo de modo que se mueva (8) hacia
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M ovimien/tov Movimie‘y

(a) Movimiento del cuerpo (b) Movimiento del cuerpo
hacia arriba hacia abajo

Figura 7-11

arriba (b) hacia abajo? En ambos casos suponer que el Cuerpo se mueve con movi-
miento uniforme y con aceleracién de 0,10 m s-2. El coeficiente de friccién de des-
lizamiento con el plano es 0,30.

Solucién: Consideremos en primer. lugar el movimiento del cuerpo hacia arriba.
Las fuerzas que actuan en el cuerpo se ilustran en la Fig. 7-11 (a). Ellas son el peso
W = mg, dirigido hacia abajo, la fuerza aplicada F (que suponemos hacia arriba
del plano), y la fuerza de friccién Fy, la cual es siempre opuesia al movimiento y
en este caso hacia abajo. * Cuande descomponemos el peso en sus compounentes a lo largo
del plano y perpendicular al plano, el movimiento del cuerpo a lo largo del plano,
usando la ec. (7.15), esta dado por

F — mg sen a — Fy = ma.

Ahora, de acuerdo a la ec. (7.17), debemos escribir F; = fN. De la Fig. 7-11 (a)
vemos que la fuerza normal del cuerpo contra el plano es mg cos a. Asi Fr = [ mg
cos a. Y la ecuacidn del movimiento se transforma en ‘

F—mg (sena + | cos a) = ma.

Esta ecuacién sirve para dos propésitos. Si conocemos la aceleracién a, podemos.
encontrar la fuerza aplicada F. Por otro lado, si conocemos la fuerza F pode—§
mos encontrar la aceleracién. En el primer caso tenemos : j
F =mla + g (sena + { cos a)]. é
Por ejemplo, si el movimiento es uniforme, a = 0, y cuando insertamos los valoreli
numéricos correspondientes F = 5,95 N. Cuando el cuerpo se mueve con una ace-;
leracién de 0,10 m s-%, obtenemos F = 6,03 ms-2 v
En la Fig. 7-11 (b) se ilustran las fuerzas cuando el cuerpo se mueve hacia abajos;
Ahora hemos supuesto que la fuerza F es hacia abajo, pero podriamos haber su-
puesto lo contrario. Sin embargo, la fuerza de friccién Fr debe ser hacia arriba parg’
oponerse al movimiento. Considerando la direccién hacia abajo como positiva, el
estudiante puede verificar que la ecuacién del movimiento es ahora

F + mg (sen a — f cos &) = ma ]

F = m[a— g (sena — f cos a)].

* Otra fuerza que no se ha mostrado en la figura es la fuerza ejercida por el plano sobre el cuerpo.;
No necesitamos considerar esta fuerza en este problema. 1
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Si el movimiento es uniforme (a = 0), cuando insertamos los valores numeéricos,
obtenemos F = — 1,88 N mientras que si se desliza hacia abajo con una acele-
racién de 0,10 m s-%, obtenemos F = — 1,80 N. El signo negativo en cada caso
significa que la fuerza F es hacia arriba en lugar de hacia abajo como habfamos
supuesto.

Sugerimos que el estudiante determine el movimiento del cuerpo cuando no se
aplica ninguna fuerza F, y en vista del resultado obtenido justifique el signo ne-
gativo obtenido previamente para F.

7.10 Fuerzas de friccion en fluidos

Cuando un cuerpo se mueve a velocidad relativamente baja a través de un fluido
tal como un gas o un liquido, la fuerza de friccién puede obtenerse aproximada-
mente suponiendo que es proporcional a la velocidad, y opuesta a ella. Por con-
siguiente escribimos

F; = friccién del fluido = ~— Knv. (7.18)

El coeficiente de friccion K depende de la forma del cuerpo. Por ejemplo, en el
caso de una esfera de radio R, un calculo laborioso indica que

K =6rR, | (7.19)

relacion conocida como la ley de Siokes. El coeficiente u depende de la friccion
interna del fluido (i.e., la fuerza de friccién entre las diferentes capas del fluido
que se mueven a diferentes velocidades). Esta friccién interna se denomina tam-
bién viscosidad y recibe el nombre de coeficiente de viscosidad.* El coeficiente de
viscosidad en el sistema MKSC se expresa en N s m—2. Esto puede verse de la
siguiente manera. De la ley de Stokes, ec. (7.19) vemos que K se expresa en me-
tros (lo mismo se aplica a cuerpos de diferentes formas). Asi, de conformidad
con la ec. (7.18) n debe expresarse en N/m (m s!) que es igual a las unidades
ya indicadas. Recordando que N = m kg s~%, podemos también expresar la vis-
cosidad en m—* kg s—1. La viscosidad puede también expresarse en cm™ g s,
una unidad llamada poise, y abreviada P. El poise es igual a un décimo de la
unidad MKSC de la viscosidad, ya que

1 m1kgs1=(10% em)1(10% g)s 2 =10 cm1gs? =10 P.

El coeficiente de viscosidad de los liquidos disminuye a medida que aumenta la
temperatura, mientras que en el caso de los gases, el coeficiente aumenta con
el aumento de temperatura. La tabla 7-2 presenta los coeficientes de viscosidad
de varios fluidos.

Cuando un cuerpo se desplaza a través de un fluido viscoso bajo la accién de
una fuerza F, la fuerza resultante es F — Ko y la ecuacion del movimiento es

ma = F — Knp. (7.20)

* En el capitulo 24, se dard una definicién més general del coeficiente de viscosidad.
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Suponiendo una fuerza F constante, la aceleracién a produce un aumento con-
tinuo en ¥ y por lo tanto en la fuerza de friccion, de modo que eventualmente
el miembro de la derecha se hace cero. En dicho momento la aceleracion es tam-
bién cero y no hay mayor aumento en la velocidad, estando la fuerza de friccién
equilibrada exactamente por la fuerza aplicada.

TABLA 7-2 Coeliclentes de Viscosidad, en Polges*

Liquidos 7 x 102 Gases n X 103
Agua (0°C) 1,792 Aire (0°C) 1,71
Agua 1,005 Aire 1,81
Agua (40°C) 0,656 Aire (40°C) 1,90
Glicerina 833 Hidrégeno 0,93
Aceite de castor 9,86 Amonfaco 0,97
Alcohol 0,367 Biéxido de carbono 1,46

*Todos a 20°C, excepto aquellos en que se indica la temperatura.

La particula contintia moviéndose en la direccién de la fuerza con una velocidad
constante, llamada velocidad limite o terminal, 1a cual est4 dada por

S (7.21)

Por lo tanto la velocidad limite depende de n y de K; esto es, de la viscosidad
del fluido y de la forma del cuerpo. En caida libre bajo la influencia de la gra-
vedad, F = mg, y la ec. (7.21) se torna

o = %2. (7.22)

La ec. (7.22) debe corregirse para tener en cuenta €l empuje ejercido por el
fluido, el cual, de conformidad con el principio de Arquimedes, es igual al peso
del fluido desplazado por el cuerpo. Si m; es la masa del fluido desplazado, su
peso es mg, de modo que el empuje hacia arriba es B = — myg, y la fuerza total

hacia abajo serd mg — m;g = (n— my)g. Esto da,
en lugar de la ec. (7.22),

Fr=Kn B= Mg m—m
(Friccién (Flotacidn) UL = (——-—f—)g . (7.23)

del fluido) . Ky

. Las tres fuerzas que actiian sobre el cuerpo en este
W=my ) q . Tp
(Peso) caso se ilustran en la Fig. 7-12. Para cuerpos grandes
y velocidades mayores, la fuerza de friccién es pro-
1 i la velocidad,
Fig. 7-12. Fuerzas que ac- porc.lonal. a una potencia mayor de la velo ld«':.ld y
tdan en un cuerpo que cae 12 discusion de los parrafos previos no es suficiente
dentro de un fluido. para describir los eventos fisicos.
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EJEMPLO 7.7. Encontrar la velocidad limite de una gota de lluvia. Suponer un
diametro de 10-3 m. La densidad del aire con respecto al agua es 1,30 x 10-3,

Solucién: Suponiendo que las gotas son esféricas, de radio r, encontramos, usando
la ec. (1.1) que sus masas son

m = ¢V = #nri,

donde ¢ es la densidad del agua. Igualmente si pr es la densidad del fluido (en este
caso aire) tenemos que

my = oV = %nrdgy,
de modo que
m— my = $nr’(p — pr).

También, de la ec. (7.19), K = 6=r ya que las gotas son esféricas. Aplicando la
ec. (7.23), encontramos que la velocidad limite esta dada por:

2(p — en)rig .
9

v =

Sustituyendo valores numeéricos, incluyendo n = 1,81 x 10-* N sm-2% y p = 103
kg m-3, encontramos que vz = 30 m s}, o alrededor de 107 km hr-! 6 66 mi hr-!l
Una gota mucho mds grande no tendra una velocidad limite muy diferente, de-
bido a las consideraciones mencionadas en el parrafo previo a este ejemplo.

EJEMPLO 7.8. Obtener en funcién del tiempo la velocidad de una particula que
se mueve en una trayectoria rectilinea en un fluido viscoso, suponiendo que la
ec. (7.20) es correcta y que la fuerza es constante.

Solucién: Como el movimiento es rectilineo podemos escribir la ec. (7.20) (recor-
dando que a = dv/dt) como

dv
— = F — Kw,
ST w
de modo que
b __ Kn(,_ F)
dt T m Kz )’
Separando variables e integrando, tenemos
f b dv __ Kn f Lt
vwo 0 — F/Kn m Jo
6
F F K
1“("—1{—7,)— n (U°—K—-q)= —mt

O utilizando la ec. (M. 18), en la cual In ¢* = z, obtenemos

F F
p = —— + (py— o-(Knjm)t,
K + ( ’ Kn)

El segundo término disminuye muy rapidamente, siendo pronto despreciable, de
modo que la velocidad se vuelve constante e igual a F/Kn, de acuerdo con la ec. (7.21).
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En otras palabras, la velocidad limite es independiente de la velocidad inicial,
Si v, =0,
F
v = —— (1 — —(K'q[m)t.
Kn ( ¢ )

b Pl

1 :

Fig. 7-18. Velocidad en funcién del tiempo de un cuerpo que cae en un fluide
viscoso.

0

La variacién de » con respecto a ¢ se ilustra en Ia Fig. 7-13. El tiempo de relajacién
se define como v = m/Kv. Este es el tiempo para el cual v es el 63 % de vz, como
puede verificar el estudiante. Sugerimos que el estudiante prosiga con los cdlculos
Y, utilizando el resultado previo de o, obtenga por integracién la distancia reco-
rrida en funcién del tiempo. Encontrar también la distancia correspondiente al
tiempo ~.

7.11 Sislemas con masa variable

Puede considerarse que la gran mayoria de los sistemas que encontramos en
fisica tienen masa constante. Sin embargo, en ciertos casos la masa es variable.
El ejemplo mas simple es el de la gota de agua. Mientras cae, la humedad puede
condensarse en su superficie o el agua puede evaporarse, resultando en un cambio
de masa. Supongamos que la masa de la gota es m cuando se desplaza con velo-
cidad © y que la humedad, cuya velocidad es ®,, se condensa en la gota a una
razén de dm/dl. El cambio total del momentum es la suma de m dv/dt, correspon-
diente a la aceleracién de la gota, y (dm/df) (v — v,), correspondiente a la velo-
cidad con que gana momentum la humedad. Luego la ecuacién de movimiento
de la gota, utilizando la ec. (7.14) es

do dm
F=m i + T (v — v,).
Para resolver esta ecuacién es necesario hacer algunas suposiciones sobre, por
ejemplo, como varia la masa con el tiempo. :

Una cinta transportadora sobre la cual cae material en un extremo y/o se des-
carga en el otro extremo es otro ejemplo de masa variable. Consideremos, por
ejemplo, el sistema de la Fig. 7-14, en el cual el material cae continuamente sobre
la cinta transportadora a razén de dm/df kg s—1. La cinta se desplaza a una velocidad
constante v y se aplica una fuerza F para moverla. Si M es la masa de la cinta .
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y m es la masa del material que ha caido en el tiempo , el momentum del sistema
en ese instante es P = (m + M)v. Luego la fuerza aplicada a la cinta es:

F=dP =de.
dt dt

Nétese que en este caso la fuerza es de
bida enteramente al cambio de masa y
no al cambio de velocidad.

Quizés el ejemplo m4s interesante es
aquel de un cohete, cuya masa disminu-
ye debido al consumo del combustible.
En el ejemplo siguiente analizaremos la dindmica de un cohete.

Figura 7-14

EJEMPLO ?7.9. Discutir el movimiento de un cohete.

Solucién: Un cohete es un proyectil el cual, en lugar de recibir un impulso inicial
de la expansion de los gases en el cafién, se mueve debido a una fuerza derivada
de la expulsién de los gases que se producen en la cAmara de combustién dentro
del cohete mismo. El cohete en el momento del despegue tiene una cierta cantidad
de combustible que usa gradualmente, y por ello su masa no es constante sino que
disminuye.

Llamemos v la velocidad del cohete con respecto a un sistema inercial, el cual
supondremos en una buena aproximacién que es la tierra, y v’ la velocidad de sa-
lida de los gases, también con respecto a la tierra. Luego la velocidad de escape
de los gases con respecto al cohete es

vy = v — .

Esta velocidad es siempre opuesta a v, y es usualmente constante. Sea m la masa
del cohete, incluyendo su cumbustible, en cualquier instante. Durante un pequefio
intervalo df, la masa del sistema experimenta un cambio pequefio dm, ¢l cual es
negativo ya que la masa disminuye. En el mismo intervalo la velocidad del cohete
cambia en dv. El momentum del sistema en el tiempo { es p = mv. El momentum
en el tiempo ¢ + df, ya que — dm es el valor positivo de la masa de los gases ex-
pelidos, es

p’ = (n + dm)(v + dv) + (— dm)v’ = mv + mdv — (v — ©) dm

6 ColIete Gases

p’ = me 4+ mdv — v,dm,

donde hemos despreciado el término de segundo orden dm dv. El cambio en el mo-
mentum en el tiempo df es

dp =p'—p =mdv —ve,dm,
Yy el cambio en el momentum del sistema por unidad de tiempo es
dp dv dm

T e T "
Si F es la fuerza externa que actia en el cohete, la ecuacién de movimiento, de
acuerdo a la ec. (7.12) es

m2 o4 _ | (7.24)
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El segundo término en el miembro de la izquierda se denomina el empuje del co-
hete y es igual a la “fuerza” debido al escape de los gases, Para resolver esta ecua-
cion debemos hacer alguna suposicién con respecto a v.. En general se supone que
vs es constante. También, despreciando la resistencia del aire y la variacién de la
gravedad con la altura, escribimos F = mg, de modo que la ec, (7.24) se trans-
forma en

dv ve dm
a  m di =4g. (7.25)

Para simplificar, consideremos que el movimiento es vertical. Entonces v esta
dirigida hacia arriba y v, y g hacia abajo, y la ec. (7.25) toma la forma

dv ve dm
| i T m a T
Multiplicando por d! e integrando desde el comienzo del movimiento (t = 0), cuando
la velocidad es v, y la masa m,, hasta un tiempo arbitrario {, tenemos

v m 4
J‘ dv—}—vef ini:—gfdt.
v me M 0
Luego
V—U0y + ve In m = — gi,
6
v =0, + v In (%)—égt. | (7.26)

Si { es el tiempo necesario para quemar todo el combustible, entonces en la ec. (7.26),
m es la masa final y » la velocidad maxima obtenida por el cohete. En general,
by = 0, y el dltimo término (en muchos casos) es despreciable. Por ejemplo, si un
cohete tiene una masa inicial de 3000 toneladas, una masa final de 2780 toneladas
después que se ha quemado el combustible, y los gases son expulsados a 2840 1b s-1
(o 1290 kgs-'), entonces { = 155 s. Si suponemos una velocidad de escape de
55.000 m s y v, = 0, la maxima velocidad de esta etapa del cohete sera :

3000
2780
= (55.000In 1,08 — 1520) m s—! = 2710 m s,

Esta velocidad es casi 9000 pies s-1, o aproximadamente 6000 mi hr-!. Estas ci-
fras se refieren al cohete Centauro, que tiene 5 etapas, cada una de las cuales es
capaz de desarrollar 1,5 millones de 1bf de emrpuje en el momento del despegue.

v = 55.000 In m s~ — (9,8 m s-*)(155 s)

7.12 Movimiento curvilineo

En los ejemplos dados hasta el momento hemos trataao el movimiento rectilineo.
Consideremos ahora el caso del movimiento curvilineo. Si la fuerza tiene la misma
direccién que la velocidad, el movimiento es en linea recta. Para producir el mo-
vimiento curvilineo, la fuerza resultante debe estar haciendo un 4ngulo con res-
pecto a la velocidad, de modo que la aceleracién tenga una componente perpen-
dicular a la velocidad que proporcionar4 el cambio en la direccion del movimiento.
Por otro lado, recordemos que (si la masa es constante) la fuerza es paralela a la
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)

Fig. 7-15. Relacién entre las compo- Fig. 7-16. Relacién entre las compo-
nentes tangencial y normal de la fuerza nentes rectangulares de la fuerza y la
y la aceleracién en el movimiento cur- aceleracién en el movimiento curvilineo.
vilineo.

aceleracion. La relacion de todos estos vectores en el movimiento curvilineo se
ilustra en la Fig. 7-15.

De la relacion F = ma y ambas ecs. (5.44), llegamos a la conclusion que la
componente de la fuerza tangente a la trayectoria, o la fuerza tangencial, es

Fy =mar 0 FT=m—cF, : (7.27)
y la componente de la fuerza perpendicular a la trayectoria, o la fuerza normal
o ceniripela es,

Fy=may o Fy="", (7.28)
p

donde p es el radio de curvatura de la trayectoria, La fuerza centripeta esta
siempre dirigida al centro de curvatura de la trayectoria. La fuerza tangencial
es responsable del cambio en la magnitud de la velocidad, y la fuerza centripeta es
responsable del cambio en la direccién de la velocidad. Si la fuerza tangencial
es cero, no hay aceleracién tangencial y el movimiento circular es uniforme. Si
la fuerza centripeta es cero, no hay aceleracién normal y el movimiento es rec-
tilineo.

En el caso particular de movimiento circular, p es el radio R del circulo y
v = oR, de modo que la fuerza es también ’

Fy = me*R. (7.29)

Para el caso de movimiento circular uniforme la \inica aceleracién es ap, que
puede escribirse, usando la ec. (5.58), en forma vectorial: @ = w x v. Por con-
siguiente F = ma& = mw x v = @ x (Mv) y ya que p = mv,

F=o0xp. (7.30)
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Esta es una relacién matematica util entre la fuerza, la velocidad angular y
momentum lineal de una particula en movimiento circular uniforme.

Algunas veces puede ser mas conveniente usar las componentes rectangulai
de F (Fig. 7-16). Por ejemplo, en el caso de movimiento plano, la ecuacién ve
torial F = ma puede descomponerse en las siguientes dos ecuaciones:

Fy = ma, y F, =ma

dv, dv

F,=m b7 y F,=m-YL. (7.3

Integrando estas ecuaciones, obtenemos la velocidad y la posicion de la particu
en cualquier instante.

En general, cuando incluimos el caso en el cual la masa es variable, debem
usar F = dp/di. Pero p, siendo paralela a la velocidad es tangente a la trayectori
Asi podemos escribir p = urp y, usando la ec. (5.42), tenembs

dp dp dur dp vp
F=1P _, —up %P -
T T T I

Luego, en lugar de las ecs. (7.27) y (7.28) tenemos

dp pv
Fp=_"_ Fy=-—_,
T di y N P

EJEMPLO 7.10. Las lineas de los ferrocarriles y las pistas de alta velocidad tiene
peralte en las curvas para proporcionar la fuerza centripeta necesaria para que
vehiculo se mueva a lo largo de las curvas. Encontrar el angulo del peralte ¢
funcién de la velocidad del vehiculo a lo largo de la curva.

.
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i ;E;Vista desde
- arriba
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Fig. 7-17. Peralte de las curvas para producir una fuerza centripeta.
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Solucién: La Fig. 7-17 ilustra un peralte, aunque el angulo ha sido exagerado. Las
fuerzas que actuan sobre el carro son su peso W = mg y la fuerza normal N de-
bida a los rieles. Su resultante Fn debe ser suficiente para producir la fuerza cen-
tripeta dada por la ec. (7.28). Asi Fx = mp'/p, donde p es el radio de la curva.
Entonces de la figura tenemos que
2
tg ax = _‘FL — _L

W eg

El resultado es independiente de la masa del cuerpo. Como a esta fija una vez que
se han colocado los rieles, esta férmula da la velocidad correcta para pasar la curva
de modo que no hayan fuerzas laterales que actien sobre el vehiculo. Para velocida-
des menores 0 mayores no hay problemas con la curva, ya que las pistas propor-
cionan la fuerza de equilibrio apropiada. Sin embargo, para velocidades mucho
mayores el vehiculo tenderd a salirse de la curva.

EJEMPLO ?.11. Una masa m suspendida de un punto fijo por una cuerda de lon-
gitud L gira alrededor de la vertical con velocidad angular . Encontrar el angulo
que hace la cuerda con la vertical. Este sistema se llama péndulo cdnico.

Solucién: El sistema ha sido ilustrado en la Fig. 7-18.
La masa A gira alrededor de la vertical OC, descri-
biendo un circulo de radio R = CA = OA sen a =L
sen «. Las fuerzas que actian sobre A son su peso
W = mg y la tensién F de la cuerda. Su resultante
Fn debe ser justamente la fuerza centripeta necesaria
para describir el circulo. Asi, usando la ec. (7.29),
tenemos

Fy = mo*R = moil sen a.
De la figura vemos que

Fy wil sen a
t }—d }——
ga W 7

0, ya que tg x = sen a«fcos «,

g Fig. 7-18. Péndulo cénico.
wil

COos o =

Por lo tanto, cuanto mayor es la velocidad angular «», mayor es el angulo «, como
se demuestra experimentalmente. Por esta razén el péndulo cénico ha sido utilizado
como un regulador de velocidad de las maquinas de vapor; cierra la valvula de la
entrada de vapor cuando la velocidad supera un limite prefijado y la abre cuando
dicha velocidad baja de dicho limite.

EJEMPLO ?.12. Analizar el efecto de la rotacién de la tierra sobre el peso de un
cuerpo.

Solucién: En la seccién 6.5 discutimos, desde un punto de vista cinematico, el
movimiento de un cuerpo en relacién con un sistema de referencia que rota con la
tierra. En este ejemplo trataremos el mismo problema dinamicamente.

La Fig. 7-19 muestra una partfcula A sobre la superficie terrestre. La fuerza gra-
vitacional debida a la atraccién de la tierra la designamos por W,. Si la tierra no
estuviera rotando, la aceleracién de un cuerpo cerca a la superficie terrestre serfa
g, = W,/m. Sin embargo, debido a la rotaciéon de la tierra, parte de esta fuerza
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7

Fig. 7-19. Efecto de la rotacién. Figura 7-20

debe usarse para producir la fuerza centripeta Fx necesaria para que A se mueva
en una trayectoria circular de radio CA = r cos A con velocidad angular «. Esto
es, usando la ec. (7.29), tenemos que Fy = mow'r cos A La diferencia W, — Fy
nos da la fuerza total W, que produce una fuerza *hacia abajo sobre la particula.
Asf la aceleracién efectiva de la gravedad es g = W/m. Si la particula A estd sus-
pendida de un punto mediante una cuerda (como una plomada), la cuerda tendra
la direccién de W. Igualmente, la tensién hacia arriba sobre A producida por la
cuerda serd igual a W. Por consiguiente, cuando se utiliza un resorte para deter-
minar el peso de un cuerpo, es la fuerza W la que se determina. Solamente en los
polos y a lo largo del Ecuador W, y W tienen la misma direccién, y solamente en
dichos lugares la plomada sigue la direccién radial.

EJEMPLO 7.18. Calcular las fuerzas normal y tangencial que actiian en un pro-
yectil lanzado horizontalmente desde lo alto de un edificio. 3

Solucién: Si el proyectil se lanza con velocidad inicial horizontal v, (Fig. 7-20),
entonces en el punto P su velocidad horizontal es atn vo pero su velocidad vertical
es gl, donde ¢ es el tiempo necesario para que el proyectil caiga la distancia Yy, O se
desplace horizontalmente x = vof. Luego la velocidad total del proyectil es

b= Vo) + g1,
Asf la ec. (7.27) da la fuerza tangencial como
dp mg*t
Fy=m— = ——=——,
T T V1o

Para encontrar la fuerza centripeta podemos usar la ec. (7.28), pero ello requeriria
del célculo previo de la curvatura de la trayectoria, la cual es una paribola. Po-
demos realizar el calculo de otra manera Ya que conocemos que la fuerza resultante es

W =mg = {F} + F%.
Por consiguiente

mgo,

Voi + gt

Fy =)W — Fy =
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7.13 Momentum angular

El momentum angular con respecto a O H
(Fig. 7-21) de una particula de masa m que
se mueve con velocidad » (y por consi-
guiente momentum p = mv) estd definido
por el producto vectorial

Travectoria
Plano del movimiento

L=rxp
(7.32) Fig. 7-21. El momentum angular
) de una particula.

L=mr x v

El momentum angular es entonces un vector perpendicular al plano determinado
por  y v. El momentum angular de la particula en general cambia en magnitud
y direccion mientras la particula se mueve. Sin embargo, si una particula se
mueve en un plano, y el punto O esta situado en el plano, la direccién del mo-
mentum angular permanece invariante, es decir, perpendicular al plano, ya que
tanto r como » estén en el plano. En el caso de movimiento circular (Fig. 7-22),
cuando O es el centro del circulo, los vectores r y © son perpendiculares y v = ar,
de modo que

L = mrv = mr2o. (7.33)

La direccion de L es la misma que la de @, de modo que la ec. (7.33) puede escri-
birse vectorialmente como :

L = mo. : (7.34)

Si el movimiento plano en vez de circular es una curva cualquiera, podemos des-
componer la velocidad en sus componentes radial y transversal, como se explicé
en la seccién 5.11: esto es, ® = v, + v, (Fig. 7-23). Luego podemos escribir el
momentum angular como '

L = mr x (0 + ¥g) = mr x ¥,

ya que r x ¥, = 0 (los dos vectores son paralelos). Por ello, Ja magnitud de L
es L = mrvy. Pero como v, = r(d9/df) de conformidad con la ec. (5.64), podemos
escribir
L =mr? — 7.35
dt - (7.35)
Esta expresion es idéntica a la ec. (7.33) para movimiento circular, ya que
o = d8/di, pero en el caso general r no es constante. Recordando Ia ec. (3.26)
del producto vectorial, podemos escribir el momentum angular de una particula
como
e Uy U,
L=rxp=|z y =z
Pz Py Pz
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Fig. 7-22. Relacién vectorial entre la Fig. 7-28. Relacién entre el momentum
velocidad anguiar y el momentum angu- angular y la componente transversal de
lar en el movimiento circular. - la velocidad.

0, en funcién de las componentes

Ly =yp.—zp, L,=2py—ap,, L,=ap,— yp,. (7.36)

Podemos notar que cuando el movimiento es en un plano, digamos el plano XY,
tenemos z =0y P, = 0, de modo que L, = L, =0, y solamente queda la compo-
nente L,. Esto es, el momentum angular es perpendicular al plano, como hemos
indicado previamente, usando una légica diferente.

Tomemos ahora la derivada con respecto al tiempo de la ec. (7.32). Esto nos da:

dL  dr dp
—_— = Y 7037
i@ Pt (7.37)

Pero dr/dt = v, y p = mv es siempre paralelo a », de modo que

dr
F>n:p=vxp=m‘t}'xv=0-

Por otro lado, dp/dt = F de acuerdo a la ec. (7.12). Entonces, la ec. (7.37) se
torna dLjdl =r x F. Cuando recordamos que, de acuerdo a la definicién (4.5),
el torque de F alrededor de O es T =  x F, obtenemos finalmente

a@_, (7.38)

di

-

El estudiante debe notar que esta ecuacién es correcta solamente cuando L yr
se evalian con respecto al mismo punto.

La ec. (7.38), que es fundamental para la discusién del movimiento de rotacion,
guarda gran semejanza con la ec. (7.12), con el momentum lineal p reemplazado
por el momentum angular L, y la fuerza F reemplazada por el torque z. Establece
simplemente que: '
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el cambio con respecto al tiempo del momentum angular de una par-
ticula es iqual al lorque de la fuerza aplicada a ella.

Esto implica que el cambio dL en el momentum angular en un intervalo corto
de tiempo df es paralelo al torque z aplicado a la particula.

v.14 Fuerzas centrales

Si el torque aplicado a una particula es cero (r =7 x F =0), de acuerdo a la
ec. (7.38), debemos tener dL/dt = 0 o L = vector constante. Por consiguiente el
momentum angular de una particula es constante si el torque de las fuerzas es
cero. Esta condicion se satisface si F = 0; es decir si la particula es libre. De
la Fig. 7-24, tenemos L = mvr sen 6 = mvd, donde d = r sen 6, Esta cantidad
permanece constante ya que todos los factores involucrados son también constantes,
y la trayectoria de la particula libre es una linea recta y la velocidad no cambia.

Trayvectoria de
una particula libre >~

0 0

Fig. 7-24. El momentum angular de Fig. 7-25. El momentum angular es
una particula libre es constante.- - constante en el movimiento bajo fuerzas
centrales.

La condicién 7 x F = 0 se satisface también si F es paralela a »; en otras_
palabras, si la direccion de F pasa por el punto O. Una fuerza cuya direccion
pasa siempre a través de un punto fijo se denomina fuerza central (Fig. 7-25). Por
ello, cuando un cuerpo se mueve bajo la accion de una fuerza central su momentum
angular permanece constante, y viceversa. Otra manera de establecer, esto, es
decir que ‘

cuando la fuerza es ceniral, el momentum angular con respecto al
centro de la fuerza es una constante del movimienlo, y viceversa.

Este resultado es muy importante porque muchas fuerzas de la naturaleza
son centrales. Por ejemplo, la tierra gira alrededor del sol bajo la influencia de
una fuerza central cuya direccion esta dirigida siempre hacia el centro del sol.
Luego el momentum angular de la tierra con respecto al sol es constante. El
electron en un atomo de hidrogeno se mueve esencialmente bajo la fuerza central
debido a la interaccién electrostatica con el nicleo, estandola direccién de la
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fuerza siempre dirigida hacia el nucleo. Asi el momentum angular del electrén
con respecto al nicleo es constante.

En atomos que tienen muchos electrones, la fuerza sobre cada electrén no es
rigurosamente central porque, ademds de la interaccién central con el nucleo,
hay también interaccién con otros electrones. Sin embargo, en general, la fuerza
promedio sobre el electron puede considerarse como central. Igualmente, en cier-
tos nicleos, podemos suponer como primera aproximacién que sus componentes
(protones y neutrones) se mueven en promedio bajo la accién de fuerzas centrales.

En una molécula, por otro lado, la fuerza sobre un electrén no es central,
porque resulta de la atraccion producida por los diferentes nicleos y la repulsion
de los otros electrones. Por consiguiente el momentum angular de los electrones
no es constante. En una molécula diatémica, tiene lugar una situaciéon intere-
sante (Fig. 7-26). Un electrén e gira alrededor de dos nucleos P, y P,, sometido
a sus fuerzas F, y F,. cuya resultante F = F, + F, siempre queda en el plano

determinado por Je = r y la linea que pasa a través de los nucleos, o sea el eje Z.
El torque resultante sobre el electron con respecto al centro de masa O de la
molécula (si despreciamos las interacciones con los otros electrones) es

t=rx(F,+ F,) =rx F.

De la Fig. 7-26 vemos que este torque es perpendicular al plano determinado
por el vector posicion r y el eje Z. O sea el torque se encuentra en el plano XY
de modoe que 7, = 0. De acuerdo a la ec. (7.38) esto nos da dL,/dt =0 o sea
L, = constante. Este resultado no es solamente valido para moléculas diatémicas
sino para cualquier molécula lineal, 0 en una forma mas general, para el movi-

P

Fig. 7-26. En el movimiento Fig. 7-27. Bajo fuerzas centra-
bajo la accién de una fuerza axial, les, el vector posicién barre areas
la componente del momento an- iguales en tiempos iguales.

gular a lo largo del eje es cons-
tante.
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miento bajo la accién de una fuerza que pasa siempre por un eje fijo. Tal fuerza
se denomina fuerza axial. Por consiguiente,

cuando la fuerza es axial, la componente del momentum angular a
lo largo del eje es constante,

Este resultado es muy itil cuando estudiamos la estructura de &tomos y moléculas.
El movimiento debide a-una fuerza centra] esta confinado siempre a un plano
ya que I, es constante. Luego, usando la ec. (7.35), tenemos

(7.39)

Cuando la partfcula se mueve de P a P’ (Fig, 7-27), el radio vector * barre el drea
sombreada, correspondiente al tridngulo OPP’. Por ello

dA = drea AOPP’ = 3r2ds,

y el drea barrida por unidad de tiempo es

s _

Comparando este resultado con la ec. (7.39), vemos que dA/df = constante,

“““““ -

indicando que en el movimiento bajo fuerzas cenirales, el radio veclor de la partfcula
———————" e e e oy s s a - - T —

barre dreas iguales en Hiempos iguales. ESté résultado ¢ de interés histérico en
relacion con el descubrimiento de las leyes de movimiento planetario, y se conoce
como la sequnda Ley de Kepler. Nos referiremos a ella con més detalle en el ca-

pitulo 13, cuando estudiemos el movimiento planetario.

*

EJEMPLO 7.14. En el caso del proyectil del ejemplo 7.13, encontrar el momen-
tum angular y el torque de mg con respecto a O. Verificar que se cumple la ec. (7.38).

Solucién: Al establecer los ejes X e Y como en la Fig. 7-20, las coordenadas del
punto P son x = OA =0, {, § = Ap = — Y,gt%, y las componentes de la velo-
cidad son vz = vy, vy = — gf. Recordando p = mv y usando la tercera ecuaci‘(m
de 7.36, podemos escribir

L; = 2py — ypz = m(xvy — Yvz) = — imgo i,

Igualmente las componentes de la™fuerza aplicada en P son F; = 0, Fy = — myg.
Luego, usando la ec. (4.8), obtenemos

1 = 2 Fy— yF: = — mgul.

El estudiante puede verificar que en este caso dL./dt = t., de modo que la ec. (7.38)
se confirma.

L

EJEMPLO 7.15. Estimar el momentum angular de la tierra alrededor del sol,
y aquel de un electrén alrededor del niicleo en un atomo de hidrégeno. En ambos
casos suponer, por simplicidad, que la érbita es circular, de modo que se puedan
aplicar las relaciones de la Fig. 7-22,
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Solucién: La masa de la tierra es de 5,98 x 10* kg y su distancia media al sol es
de 1,49 x 10! m, Igualmente, de nuestra definicién del segundo dado en la sec-
cién 2.3, llegamos a la conclusién que el periodo de revolucién de la tierra alrededor
del sol es 3,16 x 107 s, Asf la velocidad angular promedio de la tierra alrededor del
sol es, de la ec. (5.51),

2r 2n
= 4T _ — 1,98 1 g1,
©= P T 316 x 107s x 107"s

Entonces, de la ec. (7.33) el momentum angular de la tierra con respecto al sol es
L = mrte = (5.98 x 10* kg)(1,49 x 10 m)*(1,98 x 10-7s5-1)
= 2,67 x 10 m? kg s-1,

Por otro lado, un electrén en un 4tomo de hidrégeno tiene una masa de 9,11 x 10-31 kg,
su distancia media al nicleo es 5,29 x 10-11 m, y su velocidad angular es 4,13 x 101¢
s-1, Por tanto, usando nuevamente la ec. (7.33), encontramos que el momentum
angular del electrén alrededor del micleo es

L = mrte = (9,11 x 10-3 kg)(5,29 x 10-1' m)*(4,13 x 10'¢ s-?)
= 1,056 x 10-3 m* kg s-1,

Este valor numérico constituye una de las constantes mas importantes de la
fisica, y sé designa por el simbolo A, hache cruzada. El momento angular de las
particulas atémicas y fundamentales se expresa en unidades de A. La cantidad
h = 2xk se denomina constante de Planck.

El estudiante debe tener en cuenta la tremenda disparidad en los valores de las
cantidades fisicas en las dos situaciones que hemos resuelto, y puede dudar si se
aplican las mismas leyes en ambos casos. Podemos responder diciendo que en ambos
casos, como las fuerzas son centrales, el momentumn angular es constante. Sin em-
bargo, en el caso del electrén, cuando nos referimos a una particula atémica, se
requiere una cierta revisién de nuestros métodos ; la nueva técnica es denominada
mecdnica cuantica, pero no trataremos esta teoria en este momento. Podemos
adelantar sin embargo, que el resultado que conseguiremos estara esencialmente
de acuerdo con lo que hemos obtenido en este ejemplo.

EJEMPLO 7.168. Dispersién de una particula por una fuerza central repulsiva que
varfa inversamente con el cuadrado de la distancia.

Solucién: Estudiemos la desviacién o dispersién que sufre una particula cuando
estd sometida a una fuerza de repulsién que varfa en forma inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia de la particula en movimiento con respecto a un
punto fijo o centro de fuerzas. Este problema es de especial interés debido a su apli-
cacién en fisica atémica y nuclear. Por ejemplo, cuando un protén, acelerado por
una maquina tal como un ciclotrén, pasa cerca deun nmicleo del material del blanco,es
desviado o dispersado bajo la accién de una fuerza de esta clase, debido a la repul-
sién electrostdtica del nicleo.

Sea O el centro de la fuerza y A una particula que se dirige hacia O desde una gran
distancia con velocidad v, (Fig. 7-28). La distancia b, denominada pardmetro de
impaclo, es la distancia perpendicular entre la prolongacién de la trayectoria rec-
tilinea inicial y una linea trazada a través de O paralela a v, Suponiendo que la
fuerza entre A y O es de repulsidn y central, la particula seguira la trayectoria AM B.
La forma de la curva depende de la forma como varia la fuerza con la distancia.
Si la fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, esto es, si

F = k/r3, (7.40)
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la trayectoria es una hipérbola, como se demostrari en la seccién 13.5. Cuando
la particula se encuentra en A su momentum angular es mvy,b. En cualquier otra
posicién tal como M, su momentum angular, de acuerdo a la ec. (7.35), es mr?
(d6/dt). Por consiguiente, como el momentum angular debe permanecer constante,
por ser la fuerza central,

g 4o

= = mo,b. (7.41)

La ecuacién de movimiento en la direccién
Y se obtiene combinando la ec. (7.40) con
la segunda de las ec. (7.31); esto es

ﬂ:FystenB?——M.

dt r3

Eliminando r? usando la ec. (7.41) podemos
escribir

Para encontrar la deflexién de la parti-
cula, debemos integrar esta ecuacién de un Fig. 7-28. Dispersion de una par-
extremo de la trayectoria al otro. En A el ticula bajo la accion de una fuerza
valor de vy es cero debido a que el movi- central que varia inversamente con
miento inicial es paralelo al eje X, y tam- el cuadrado de la distancia.
bién 6 = 0. En B tenemos vy = v, Sen ¢ y
0 = n — ¢. Notar que en B la velocidad
es nuevamente v, ya que, debido a la simetria, la velocidad perdida cuando la par-
ticula se aproxima a O debe ganarse cuando se aleja de O. (El principio de con-
servacién de energia, a discutirse en el préximo capitulo, también verifica esto.)

Luego
v, sen ¢ k n— ¢
j doy = sen 0 do
. mogh Y,
0 sea
D, Sen ¢ = b (1 4 cos ¢).
0
Recordando que cotg 4 ¢ = (1 + cos ¢)/sen ¢, obtenemos finalmente
2 )
cotg 4 ¢ = ,"}:"’ b. (7.42)

Esta relacién da el angulo de dispersién ¢ en funcién del parametro de impacto b.

En la seccién 14.7 aplicaremos esta ecuacién a la dispersiéon de particulas car-
gadas por los nucleos. Notese que el resultado (7.42) es valido solamente para una
fuerza que varfa inversamente con el cuadrado de la distancia de la particula al
centro de fuerzas. Si la fuerza depende de la distancia en una manera diferente,
el dngulo de dispersién satisface una ecuacién diferente. Por ello, los experimentos
de dispersién son muy utiles cuando deseamos determinar la ley de fuerzas en in-
teracciones entre particulas.

En los laboratorios de fisica nuclear, los experlmentos de dispersién son reali-
zados acelerando electrones, protones, u otras particulas por medio de un ciclo-
trén, o un acelerador Van de Graaff, o algin equipo similar, y observando la dis-
tribucién angular de las particulas dispersadas.
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7.15 [Equilibrio y reposo

Terminaremos este capitulo con una revisién de los conceptos de reposo y equi-
librio. Una particula se encuentra en reposo con relacién a un observador inercial
cuando su velocidad, medida por este observador, es cero. Una particula se en-
cuentra en equilibrio con respecto a un observador inercial cuando su aceleracién
es cero (@ = 0). Luego, de la ec. (7.15), llegamos a la conclusion que F = 0; esto
es, una particula se encuentra en equilibrio cuando la resultante de todas las
fuerzas actuantes es cero. Esta definicién fue utilizada en el capitulo 4.

Una particula puede estar en reposo con relacién a un observador inercial,
pero no estar en equilibrio. Por ejemplo, cuando tiramos una piedra verticalmente
hacia arriba, la piedra est4 momentineamente en reposo cuando alcanza su altura
méxima. Sin embargo, no se encuentra en equilibrio ya que estda sometida a la
fuerza de atraccién no balanceada de la tierra. Por dicha razén la piedra comen-
zara inmediatamente a caer.

Igualmente, una particula puede estar en equilibrio y no estar en reposo rela-
tivo a un observador inercial. Un ejemplo lo constituye una particula libre. Como
no actian fuerzas sobre ella no hhy aceleracion y la particula se encuentra en
equilibrio. Sin embargo, la particula puede no estar en Teposo con respecto a
muchos observadores inerciales. La situacién mis comiin que se encuentra es
aquella de una particula que estd tanto en reposo como en equilibrio al mismo
tiempo. Por dicha razén muchas personas consideran erréneamente los dos con-
ceptos como sinénimos. Por supuesto una particula en equilibrio puede estar
siempre en reposo en algiin sistema inercial de referencia.
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Problemas

7.1 Una particula de 3,2 kg de masa se
mueve hacia el oeste con una velocidad
de 6,0 m s-1. Otra particula de 1,6 kg
de masa se desplaza hacia el norte con
una velocidad de 5,0 m s-l. Las dos
particulas interactian. Después de 2 s
la primera particula se mueve en la di-
recciéon N 30° E con una velocidad de
3,0 m s-1. Encontrar: (a) la magnitud
y direccién de la velocidad de la otra
particula, (b) el momentum total de las
dos particulas tanto al comienzo como
al final de los 2 s, (c) el cambio en el
momentum de cada partfcula, (d) el
cambio en la velocidad de cada particula,
¥ (e) las magnitudes de estos cambios
en velocidad; verificar la ec. (7.9).

7.2 Un tronco de un arbol de 45 kg
flota en un rio cuya velocidad es de
8 km hr-1. Un cisne de 10 kg intenta
aterrizar en el tronco mientras vuela
asl l_{m hr-! en sentido contrario al de la
corriente. El cisne resbala a lo largo del
tronco y sale del extremo de éste con
una velocidad de 2 km hr-L Calcular
la ve:locidad final del tronco. Despreciar
la friccién del agua. yEs necesario con-
vertir las velocidades a m s-1?

7.3 En la reaccién quimica H + Cl1 — -

— HCI, el 4tomo H se estaba moviendo
mu:la.lmente hacia Ia derecha con una
velocldgd de 1,57 x 10° m s™!, mientras
que el 4tomo de Cl se estaba moviendo
perpendicularmente con una velocidad
de 3,4 x 10* m s-', Encontrar la mag-

nitud y direccién (respecto al movi-
miento original del atomo de H) de la
velocidad de la molécula resultante HCL.
Usar las masas atomicas de la tabla A-1.

7.4 Escribir una ecuacién expré&sando
la cdonservacién del momentum en la
reacciéon quimica A 4+ BC —> AB 4 C.

7.5 Una particula cuya masa es de
0,2 kg se estda moviendo a 0,4 ms-talo
largo del eje X cuando choca con otra
particula, de masa 0,3 kg, que se en-
cuentra en reposo. Después del choque
que la primera particula se mueve a
0,2 m s~! en una direccion que forma
un angulo de 40° con el eje X. Determi-
nar (a) la magnitud y la direccién de
la velocidad de la segunda particula des-
pués del choque y (b) el cambio en la
velocidad y el momentum de cada parti-
cula. (¢) Verificar la relacién (7.9).

7.6 Encontrar el momentum adquirido
por una masa de 1 gm, 1 kg, y 10® kg
cuando cada una de ellas cae desde una
altura de 100 m., Considerando que ¢l
momentum adquirido por la tierra es
igual y opuesto, determinar la velocidad
(hacia arriba) adquirida por la tierra.
La masa de la tierra se da en la tabla 13.1.
Determinar la magnitud de la fuerza en
cada caso.

7.7 Dos carros, A y B, se empujan, uno
hacia el otro (Fig. 7-29). Inicialmente B
estd en reposo, mientras que A se mueve
hacia la derecha a 0,5 m s-'. Después
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del choque, A rebota a 0,1 m s-!, mien-
tras que B se mueve hacia la derecha
a 0,3 m s, En un segundo experimento,
A esta cargado con una masa de 1 kg
y se dirige hacia B con una velocidad
de 0,5 m s-1. Después de la colisién,
A permanece constante, mientras que B
se desplaza hacia la derecha a 9,5 m s-1.
Encontrar la masa de cada carro.

7.8 Considerar el sistema tierra-luna
(ignorar el movimiento de este sistema
alrededor del sol). En 28 dias, la luna
gira alrededor de la tierra en un circulo
de 4,0 x 10° m de radio. (a) ;Cual es el
cambio en el momentum de la luna en
14 dfas? (b) iCudl debe rls;r el cambio
en el momentum de la tierra en 14 dias?
(c) (Se encuentra estacionaria la tierra
en el sistema tierra-luna? (d) La masa
de la tierra es 80 veces la de la luna.
({Cudl es el cambio en la velocidad de
la tierra en 14 dias?

7.9 Dos objetos, A y B, que se mueven
sin friccién en una linea horizontal, inter-
actian. El momentum de A es p. =
= po— bi, siendo p, y b constante y { el
tiempo. Encontrar el momentum de B en
funcién del tiempo si (a) B se encuentra
inicialmente en reposo y (b) el momen-
tum inicial de B fue — p,.

7.10 Una granada que se desplaza ho-
rizontalmente a una velocidad de 8 km
8! con respecto a la tierra explota en
tres segmentos iguales. Uno de ellos
continda moviéndose horizontalmente a
16 km s-!, otro se desplaza hacia arriba
haciendo un dngulo de 45° y el tercero
se desplaza haciendo un dngulo de 45°
bajo la horizontal. Encontrar 1a magni-
tud de las velocidades del segundo y ter-
cer fragmentos.

7.11 Un satélite se mueve “horizontal-
mente’”’ a una velocidad de 8 km s-! con
respecto a la tierra. Deseamos dejar caer
verticalmente una carga de 50 kg lan-
zéndola horizontaimente del satélite: Cal-
cular la velocidad del satélite después

del lanzamiento de la carga si la masa
total (incluyendo la carga) es de 450 kg.
((Cudl es la velocidad de la carga, con
respecto a la tierra inmediatamente
después del lanzamiento ?)

712 Un vagén vacio cuya masa es
de 10® kg pasa a una velocidad de 0,5 m
s~1 bajo un depdsito estacionario de
carbén. Si se dejan caer 2 x 10% kg de
carbén en el vagén al pasar debajo del
depésito. (a) ;Cudl es la velocidad final
del vagén? (b) ;Cudl es la velocidad del
vagén si el carbén sale del vagén me-
diante orificios en su suelo y el carbén
cae verticalmente con respecto al vagén.
(e) Suponiendo que fuera posible lanzar
todo el carb6én de una sola vez por de-
trds del vagén de modo que el carbén
quede en reposo con respecto a tierra,
calcular la velocidad resultante del va-
gon. (d) ¢En qué condiciones se tendria
el mismo resultado que en (c) si el car-
bén fuese lanzado haciendo un angulo
con respecto al vagén en movimiento?

7.13 Un carro con masa de 1,5 kg se
desplaza a lo largo de su trayectoria a
0,20 m s-! hasta que choca contra un
obstaculo fijo al extremo de su camino.
(Cudl es el cambio en el momentum y la
fuerza promedio ejercida sobre el carro,
si en 0,1 s (a) queda en reposo, (b) rebota
con una velocidad de 0,10 m s-1? Discu-
tir la conservacién del momentum en el
choque.

7.14 ;Qué fuerza constante se requiere
a fin de aumentar el momentum de un
cuerpo de 2300 kg m s-! a 3000 kg m s—!
en 50 seg?

7.15 Un automévil tiene una masa de
1500 kg y su velocidad inicial es de 60
km hr-!. Cuando se aplican los frenos
se produce una desaceleracién constante,
y ¢l auto se detiene en 1,2 minutos. De-
terminar la fuerza aplicada al auto.

7.16 (Durante qué tiempo debe actuar
una fuerza constante de 80 N sobre un
cuerpo de 12,5 kg a fin de detenerlo,
considerando que la velocidad inicial del
cuerpo es de 72 km hr-1?

7.17 Un cuerpo con una masa de 10 g
cae desde una altura de 3 m en una pila
de arena. El cuerpo penetra una dis-
tancia de 3 cm en la arena hasta dete-
nerse. }Qué fuerza ha ejercido la arena
sobre el cuerpo?



7.18 Dos mulas halan un carguero en
un canal mediante sogas atadas a la
proa del carguero. El angulo entre las
sogas es de 40° y la tensién en las cuer-
das es de 2500 N y 2000 N respectiva-
mente. (a) Considerando que la masa del
carguero es de 1700 kg. ;Cudl serfa la
aceleracion si el agua no ofreciera resis-
tencia? (b) Si el carguero se desplaza
con movimiento uniforme, cudl es la re-
sistencia del agua?

7.19 Un hombre esta parado en la pla-
taforma de un camién que se mueve a
la velocidad de 36 km hr-. ;Bajo qué
angulo y en qué direccién debe el hom-
bre apoyarse para evitar caer si, en 2 s
la velocidad del camién cambia a (a)
45 km hr-, (b) a 9 km hr-'?

7.20 Un ascensor cuya masa es de
250 kg lleva tres personas cuyas masas

son 60 kg, 80 kg y 100 kg, y la fuerza-

ejercida por el motor es de 5000 N. ;Con
qué aceleracién subira el ascensor? Par-
tiendo del ‘reposo, que altura alcanzara
enbs?

7.21 Suponer en el problema previo
que el hombre de 100 kg de masa esta
parado sobre una balanza. ;Cuénto “pesa”
a medida que el ascensor se acelera?

7.22 Un ascensor vacio de una masa de
5000 kg se desplaza verticalmente hacia
abajo con una aceleracién constante.
Partiendo del reposo, recorre 100 pies
en los primeros diez segundos. Calcular
la tensién en el cable que sostiene el as-
censor.

7.23 Un cuerpo cuya masa es de 60 kg
esta parado en una balanza. Si de repente
se impulsa hacia arriba con una acelera-
cién de 245 cm s-2. ;CuAdl serd la lectura
de la escala? Discutir el efecto asociado
con este problema cuando se aplica a
una maquina que mide la aceleracién
del cuerpo midiendo la fuerza ejercida.
(Tal maquina, denominada acelerémelro,
€¢s una herramienta de mucha utilidad
en la industria y en laboratorios de inves-
tigacién.)

7.24 Una masa de 200 gm se desplaza
con velocidad constante » = ux 50 cm
-1, Cuando la masa se encuentra en
* = — u; 10 cm, actia una fuerza cons-
tante F = — u; 400 dinas sobre ella.
Determinar: (a) el tiempo en que se de-
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tiene la masa, y (b) la posicién de la
masa en ¢l instante en que se detiene.

7.25 Un hombre cuya masa es de 90 kg
se encuentra en un ascensor. Determinar
l1a fuerza que ejerce el piso sobre el hom-
bre cuando: (a) el ascensor asciende con
velocidad uniforme, (b) el ascensor baja
con velocidad uniforme, (c) el ascensor
acelera hacia arriba a 3 m s-%, (d) el as-
censor acelera hacia abajo a 3 m s-3,
Yy (e) el cable se rompe y el ascensor cae
libremente.

7.26 Un cuerpo cuya masa es de 2 kg
se desplaza sobre una superficie hori-
zontal lisa bajo la accién de una fuerza
horizontal F = 55 + # donde F se ex-
presa en newtons y { en segundos. Calcu-
lar la velocidad de la masa cuandof = 5s
(el cuerpo se encontraba en reposo
cuando ¢ = 0).

7.27 Un cuerpo de masa m se mueve
a lo largo del eje X de acuerdo a la ley
z = A cos (ol + ¢), donde A, o y ¢ son
constantes. Calcular la fuerza que actia
sobre el cuerpo en funcién de su posi-
cién. ;Cual es la direccién de la fuerza
cuando x es (a) positivo, (b) negativo?

7.28 La fuerza resultante sobre un ob-
jeto de masa m es F = F,— ki, donde
F, y k son constantes y { es el tiempo.
Encontrar la aceleracién. Mediante in-
tegracién, encontrar ecuaciones para la
velocidad y la posicién.

7.29 Sobre una particula de masa m,
inicialmente en reposo, actia una fuerza
F=F,(1 —({— T»/TY durante el in-
tervalo 0 < t < 2T. Demostrar que la
velocidad de la particula al final del in-
tervalo es 4F,T/3m. Notar que la velo-
cidad depende solamente del producto
Fy2T) y, que si T disminuye, se obtiene
la misma velocidad haciendo F, propor-
cionalmente més grande. Representar F
en funcién de {. jPuede Ud. pensar en
una situacién fisica en la cual este pro-
blema proporcionaria una descripcién
adecuada?

7.30 Un cuerpo inicialmente en reposo
en x, se mueve en linea recta bajo la ac-
cion de una fuerza F = — k/x%. Demos-
trar que su velocidad en = es ! =
= 2K/m){(1/x — 1/x,). -Este método
puede utilizarse para determinar la velo-
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cidad de un cuerpo que cae hacia la tie-
rra desde una gran altura.

7.31 Repetir el ejemplo 7.3 para el caso
en que el carro esta corriendo hacia aba-
jo.

7.32 Un cuerpo con una masa de 1,0 kg
se encuentra sobre un plano liso incli-
nado 30° con respecto a la horizontal.
{Con qué aceleracién se movera el cuerpo
si hay una fuerza aplicada sobre él de
8,0 N paralela al plano y dirigida (a) hacia
arriba, (b) hacia abajo?

7.33 Un camién cuya masa es de
5000 kg esta viajando hacia el norte a
30 m s~ cuando, en 20 segundos, tuerce
hacia un camino situade N 70° E. En-
contrar (a) el cambio en el momentum.
(b) lIa magnitud y la direccién de la fuer-
za promedio ejercida sobre el camiodn.

7.34 Los cuerpos de la Fig. 7-30 tienen
masas de 10 kg, 15 kg y 20 kg, respecti-
vamente. Se aplica en C una fuerza F de
50 N. Encontrarla aceleracién del siste-
ma y las tensiones en cada cable. Discutir
el mismo problema cuando el sistema se
mueve verticalmente en lugar de hori-
zontalmente.

%

\/

(a) (b)

L™
-L my F
W%& WA

Figura 7-81

(a)

(b)
Figura 7-33

T Ty

Figura 7-30

7.35. Calcular la aceleracion de los cuer-
pos en la Fig. 7-31 y la tensién en la cuer-
da. Resuelva primero el problema alge-
braicamente y luego encuentre la soluciér
numérica cuandom, = 50 g, my; = 80 ¢
y F = 10° dinas.

7.36 Los cuerpos de la Fig. 7-32 estan
unidos con una cuerda como se mues-
tra. Suponiendo que no hay friccién en
las poleas, calcular la aceleracién de los
cuerpos y la tensién en la cuerda. Resol-
ver algebraicamente el problema y luege
aplicar Ia solucién al caso en que m; = §
kgym, =2 kg.

7.37 Determinar la aceleracién con la
cual se mueven los cuerpos de la Fig, 7-33
(a) y (b) también las tensiones en las
cuerdas. Suponer que los cuerpos se
deslizan sin friccién. Resolver el pro-
blema algebraicamente y luego aplicar

Figura 7-82

m

Figura 7-34



ma

(b)
Figura 7-35

la solucién obtenida cuando m, = 200 g,
m, = 180 g, « = 30°, p = 60°,

7.38 Repetir el problema anterior cuan-
do hay friccién, con coeficientes f, sobre
la primera superficie y f, sobre la segun-
da. Discutir todos los movimientos posi-
bles.

739 (a) Demostrar que la viga AB de
la” Fig. 7-34 se encontrara en equilibrio
cuando se cumpla la siguiente ecuacién:

my(my + mg)ly = 4mymyl,.
(b) Encontrar la fuerza que el punto pi-

vote ejerce sobre la viga.

7.40 Calcular la aceleracién de los
cuerpos m, y' m, y la tensién en las cuer-
das (Fig. 7-35). Todas las poleas tienen
peso despreciable y friccién nula y los
cuerpos se deslizan sin friccién. ;Cual
dispositivo acelerara ni, mas rapidamen-
te que en la caida libre? Resolver el pro-
blema primero algebraicamente, luego
obtener la solucién para el caso en que
m =4 kg y my = 6 kg.

7.41 Demostrar que las aceleraciones
de los cuerpos en la Fig. 7-36, con

P = g/{(mym, + mymg + 4mymy),
s0n

(@) a, = 4mym,P,
@ = (mymy; — mym, — 4m,m,) P,
a3 = (mymg — mym, + 4mym,) P;
() a, = (4mymy; — mym, — mymy) P,
a, = (3mymy — mym, — 4myms) P,
a, = (mymy — 3mym,; + 4mym,)P.

742 Las masas de A y B en la Fig. 7-37
Son de 3 kg v 1 kg respectivamente. Si
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se aplica una fuerza F = 52N a la polea,
encontrar la aceleracion de A y B en
funcién de . ;Qué sucede después que B
alcanza la polea?

7.43 Lasmasasde Ay B enla Fig. 7-38
son, respectivamente de 10 kg y 5 kg.
El coeficiente de friccién entre A y la
mesa es de 0,20. Encontrar la masa
minima de C que evitari el movimiento
de A. Calcular la aceleracion del sistema
st € se separa del sistema.

7.44 Determinar la fuerza de friccién
ejercida por el aire sobre un cuerpo cuya
masa es de 0,4 kg si cae con una acele-
raciéon de 9,0 m s-2.

7.45 Repetir el ejemplo 7.6 para un
caso en el cual no haya fuerza aplicada.
La velocidad inicial del cuerpo es de
2 m s-! hacia arriba. ;Qué distancia re-
correra el cuerpo antes de detenerse?
tCudl es el valor menor del coeficiente
de friccién de modo que el cuerpo, una
vez detenido, no regrese hacia abajo?

7.46 Un bloque de masa 0,2 kg inicia
su movimiento hacia arriba, sobre un
plano inclinado a 30° con la horizontal,
con una velocidad de 12 m s-1. Si el
coeficiente de friccion de deslizamiento
es de 0,16, determinar qué distancia re-
correra el bloque sobre el plano antes
de detenerse. ;Qué velocidad tendra el
bloque al retornar (si retorna) a la base
del plano?

7.47 Un tren cuya masa es de 100 to-
neladas sube un terreno que se eleva
1 pie cada 224 pies de longitud. La trac-
cién del tren es de 9000 1bf y su acelera-
cién es de 1 pie s—2, Calcular la fuerza de
friccidn.

7.48 Encontrar la aceleracién de m en
la Fig. 7-39 si el coeficiente de friccién
con el piso es f. Encontrar también la

3 kg

I‘Y
—fe=

5kg
A A
Figura 7-40

fuerza ejercida por el piso sobre el cuerpo.
Resolver para m = 2,0 kg, f=0,2 y
F=1,5 N.

7.49 Un bloque cuya masa es 3 kg
esta colocado encima de otro bloque de
masa de 5 kg (Fig. 7-40). Suponer que
no hay friccién entre el bloque de 5 kg
y la superficie sobre la cual reposa. Los
coeficientes de friccién estatico y de
deslizamiento entre los bloques son 0,2
y 0,1 respectivamente. (a) jCual es la
maxima fuerza que puede aplicarse a
cualquier bloque de modo de deslizar
todo el sistema y mantener los bloques
juntos? (b) ;Cual es la aceleracién cuan-
do se aplica la fuerza mdaxima? (c) ;Cual
es la aceleracién del bloque de 3 kg si
1a fuerza es mayor que la fuerza maxima
y se aplica al bloque de 5 kg? ;Cual si se
aplica al bloque de 3 kg?

7.50 Encontrar la velocidad limite de
una esfera de 2 cm de radio y una den-
sidad de 1,50 g cm~? que cae en glicerina
(densidad = 1,26 g cm-%). Encontrar
también la velocidad de la esfera cuando
su aceleracién es de 100 cm s—2.  °~

7.51 Un cuerpo con una masa de 4 kg
es lanzado verticalmente con una velo-
cidad inicial de 60 m s-1. El cuerpo en-
cuentra una resistencia del aire de
F = — 3v/100, donde F se expresa en
newtones y v es la velocidad del cuerpo
en m s~ Calcular el tiempo que trans-
curre desde el lanzamiento hasta que
alcanza la maxima altura. ;Cudl es la
maxima altura?

7.52 Un cuerpo cae desde una altura
de 108 cm en 5 s, partiendo del reposo.
Encontrar su velocidad limite si la resis-
tencia es proporcional a la velocidad.

7.53 Usando los resultados del ejem-
plo 7.8 encontrar el tiempo que toman
las gotas del ejemplo 7.7 para alcanzar



0,50 y 0,63 de su velocidad limite. En-
contrar también la distancia cubierta en

el tiempo .

7.54 Representar la velocidad de un
cuerpo que cae en un fluido viscoso en
funcién del tiempo { cuando la velocidad
inicial es diferente de cero. Considerar
ambos casos cuando v, €S menor y mayor
que F/Kn ;Qué sucede cuando v, =
= F{Kn?

7.55 El electrén en un atomo de hidré-
geno gira alrededor de un protén, si-
guiendo una trayectoria casi circular de
radio 0,5 x 10-* m con una velocidad
que se estima en 2,2 x 10®* m s-1. Calcu-
lar la magnitud de la fuerza entre el
electrén y el protdn.

7.56 Una piedra cuya masa es de 0,4 kg
esta atada al extremo de una cuerda de
0,8 m. Si la piedra describe un circulo
a una velocidad de 80 rev/min, jcudl es
la magnitud de la fuerza que ejerce la
cuerda sobre la piedra? Si la cuerda se
rompe la tension es mayor de 50 kgf.
(Cuil es la mayor velocidad angular
posible?

7.57 Un pequeiio bloque de 1 kg de
masa esta atado a una cuerda de 0,6 m
y gira a 60 rev/min en un circulo vertical.
Calcular la tensién en la cuerda cuando
el blogue que se encuentra (a) en ¢l punto
mas alto del circulo; (b) en el punto mas
bajo, (c) cuando la cuerda est4 horizon-
tal, (d) calcular la velocidad lineal que
debe tener el bloque en el punto maés alto
a fin de que la tensién en la cuerda sea
cero,

7.58 Un tren pasa una curva con pe-
ralte a 63 km hr-1. El radio de la curva
€5 de 300 m. Calcular (a) el peralte de la
curva de modo que el tren no experimen-
te fuerzas laterales, (b) el angulo que
hace con la vertical una cadena que
cuelga de uno de los vagones.

7.59 Una autopista tiene 24 pies de
ancho. Calcular la diferencia de nivel
entre los bordes extremo e interno del
camino a fin de que un auto pueda viajar
a 50 mi hr! (sin que experimente fuer-
zas laterales) alrededor de una curva
Cuyo radio es de 2000 pies.

7.60 Una curva de una autopista cuyo
radio es de 1000 pies no tiene peralte.
Suponer que el coeficiente de friccién
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Figura 7-41

entre la llanta y el asfalto seco de 0,75,
entre la llanta y el astalto hiimedo es
de 0,50, y entre la llanta y el hielo es
de 0,25. Determinar la maxima velo-
cidad con la cual se puede pasar la curva
con seguridad (a) en dias secos?, (b) en
dias lluviosos, (¢) en dias en que ha ne-
vado. jPor qué son estos valores inde-
pendientes de la masa del auto?

7.61 Un cuerpo D, el cual tiene una
masa de 12 1b (Fig. 7-41), se encuentra
sobre una superficie cénica lisa ABC y
estd girando alrededor del eje EE’ con
una velocidad angular de 10 rev/min.
Calcular: (a) la velocidad lineal del
cuerpo, (b) la reaccién de la superficie
sobre el cuerpo, (¢) la tensién en el hilo,
y (d) la velocidad angular necesaria
para reducir la reaccién del plano a cero.

A,

Figara 7-42

7.62 Una pequeiia bola de masa m,
inicialmente en A, se desliza sobre una
superficie circular lisa ADB (Fig. 7-42).
Mostrar que cuando la bola se encuentra
en el punto C la velocidad angular y la
fuerza ejercida por la superficie son
© = }2g sen afr, F = mg(1+2sen a).
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Figura 7-43

7.63 Refiriéndose al péndulo cénico de
la Fig. 7-43 que rota en un circulo hori-
zontal con una velocidad angular o,
calcular la tensidn en la cuerda y el
dngulo que hace con. la vertical para el
caso cuando M =12 kg, L = 1,16 m
Yy o =30 rad s-L.

7.64 Demostrar la igualdad de los pe-
riodos de 2 péndulos cénicos que cuelgan
del mismo techo con diferentes longitu-
des, pero moviéndose de modo que sus
masas se encuentran a la misma altura
sobre el piso.

7.65 Una particula de densidad p, esté
suspendida rotando en un liguido de
densidad p, en rotacién. Demostrar que
la particula describird una trayectoria
espiral hacia afuera (hacia adentro) si
p, €S mayor (menor) que g,.

7.66 Demostrar que si un cuerpo se
mueve bajo la accién de una fuerza
F = ku x v, donde u es un vector uni-
tario arbitrario, el movimiento es circu-
lar con velocidad angular @ = ku, o,
en un caso mas general, el movimiento es
de espiral paralelo a u.

7.67 Para { = 0, un cuerpo de masa
3,0 kg esta situado en ¥ = uz 4 m, y tiene
una velocidad v = (uz + uy 6) m s-1.
Si actua sobre la particula una fuerza
constante ¥ = uy; 5 N, encontrar (a) el
cambio en el miomentum (lineal) del
cuerpo después de 3 s, (b) el cambio
en ¢l momentum angular del cuerpo
después de 3 s.

7.68 Una bola cuya masa es de 200 gm
se esta moviendo hacia el norte con una
velocidad de 300 cm s-!, Cuando se

Figura 7-14

aplica una fuerza de 2000 dinas en ls
direccion este, obtener la ecuacién de ls
trayectoria y calcular después de 40 s:
(a) la magnitud y direccién de la velo-
cidad, (b) la distancia recorrida desde
¢l momento inicial, (c) el desplazamientg
medido desde el punto inicial.

7.69 Sobre una particula que se mueve
con una velocidad v, a lo largo del eje X
actiia una fuerza F paralela al eje Y
mientras se mueve en la regién 0 < z<
< L. Encontrar el cambio en la direc-
cién de su movimiento. ;A qué distancia
del eje X se encontrara la particula que
llega a una pared situada en x = L?

7.70 Una masa puntual se estd mo-
viendo en el plano XY bajo la accién
de una fuerza constante cuyas compo-
nentes son F: =6 N y Fy=—7 N,
Cuando { =0s,2=0,y =0, vz = —2
m s-!, y vy = 0, encontrar la posicién
y la velocidad cuando { = 2 s. Suponer
que la masa de la particula es de 16 kg.

7.71 El vector posicién de un cuerpo
de masa 6 kg estd dado por » = us
(Bt — 60) + uy(— 48 + w(3t + 2) m.
Encontrar: (a) la fuerza que actua sobre
la particula, (b) el torque con respecto
al origen de la fuerza que actia sobre la
particula, (c) el momentum lineal y el
momentum angular de la particula con
respecto al origen, (d) wverificar que
F = dp/dt y v = dL/dL.

7.72 Cuando { =0 s, una masa de
3 kg estd situada en » = u; 5 m y tiene
una velocidad u, 10 m s-1. Determinar
el momentum angular de la masa con
respecto al origen para (a) { = Os y (b)
t =12 s,
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7.73 Un extremo de una banda de
goma estd unido a un disco; el otro
extremo estd fljo. El disco puede des-
plazarse sobre una mesa horizontal lisa.
Si la banda de goma se estira y se em-
puja el disco en un cierto dngulo, éste
describe la trayectoria mostrada por la
fotografia estroboscépica de la Fig, 7-44
(el intervalo de tiempo entre destellos es
de 0,5 s). Realizando mediciones en la
fotografia, demostrar que la ley de las
areas se confirma en este movimiento.
A partir de la situacién fisica descrita,
ipuede Ud. decir si la fuerza sobre el
disco es central?

7.74 Un cuerpo de masa de 1 kg reposa
sobre otro de masa 10 kg, el cual a su
vez reposa sobre una superficie horizon-
tal como muestra la Fig. 7-45. La fuerza F
varia con el tiempo ¢ (medido en segun-
dos), de tal modo que F = 0,2¢ N. Si el
coeficiente de friccién estatica es de
0,2 vy el coeficiente de friccion cinético
es 0,15 entre todas las superficies, en-
contrar el movimiento de cada bloque
en funcién del tiempo.

7.75 Cuando la tierra se encuentra
en el afelio (la posicién mas lejana con
respecto al sol), en junio 21, su distancia
es de 1,52 x 10 m y su velocidad orbi-
tal es de 2,93 x 10* m s-1. Encontrar
su velocidad orbital en el perihelio (la
Posicidn mas cercana al sol) seis meses
mas tarde, cuando su distancia del sol
es 1,47 x 10" m. jAfectan estas varia-
ciones en la velocidad la duracién del
dia solar? Encontrar también la
velocidad angular de la tierra alrededor
del sol en ambos casos (Ayuda: tanto
en el afelio como en el perihelio la velo-
cidad es perpendicular al radio vector).
7.76 Un cohete de 10° kg se coloca
Verticalmente en su base de lanzamiento.
El gas de propulsién se expele a una
Velocidad de 2 kg s-'. Encontrar la velo-
cidad minima de los gases de escape de
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modo que el cohete comience a elevarse.
Encontrar también la velocidad del co-
hete 10 s después de la ignicién, supo-
niendo que la velocidad de escape es la
minima.

7.77 Un cohete, lanzado verticalmente,
expele los gases a una velocidad cons-
tante de 5 x 10-*m, kg s-!, donde m,
es su masa inicial. La velocidad de es-
cape de los gases con respecto al cohete
es de 5 X 10®* m s-1. Encontrar la velo-
cidad y la altura del cohete después de
10 s.

7.78 Una cadena flexible de longitud L
y peso W (Fig. 7-46) estd colocada inicial-
mente en reposo sobre una superficie
sin friccibn ABC, estando D a una dis-
tancia L — a de B. Demostrar que cuan-
do el extremo D llega al punto B la ve-
locidad de la cadena es v =

= J(g/LY(L* — a?) sen a.

7.79 Una soga uniforme de masa M
y longitud L (Fig. 7-47) pasa sobre un
clavo liso de radio muy pequeno. Cuando
se inicia el movimiento BC = b. Demos-
trar que la aceleracién y la velocidad
cuando BC = %L son a=g/3, v =
= V2g/L( § L* + 2bL — b*). Aplicar el
resultado para L = 12 pies, b = 7 pies.
7.80 Una masa M, unida al extremo de
una cadena muy larga que tiene una
masa m por unidad de longitud, se tira
verticalmente hacia arriba con una velo-
cidad inicial »;,. Demostrar que la méaxi-
ma altura alcanzada por M es de h =
= (M/m) [V1 + 3mv}/2Mg—1,] ¥ que
la velocidad de M cuando retorna a tie-
rra es de v = }/2¢h.

7.81 El vapor de agua se condensa so-
bre una gota de lluvia a razén de m
unidades de masa por unidad de tiempo;
inicialmente la gota tiene una masa M
y parte del reposo. Demostrar que la
distancia que cae en un tiempo { es ig
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{36 + (MIm)t—(M2/m®) In [1 + (m/M)1]}.
Despreciar la resistencia debida al aire.

7.82 Una particula se mueve bajo la
accién de una fuerza constante a través
de un fluido que ejerce una fuerza con-
traria al movimiento y proporcional a la
velocidad. Demostrar que, si se suprime
la fuerza después que el cohete alcance
la velocidad limite, la veiocidad en el
tiempo f serd v = pre™Em¥ y 1a distancia
recorrida serd x = (mfk) vg (1 — e (k/ml),
Verificar que la distancia recorrida antes
de que se detenga es vi(m/k). Demostrar
que la velocidad de la particula se redu-
cird a 1/e de su valor limite después de
un tiempo ¢ = (m/ k).

7.83 Un cuerpo se mueve bajo la accién
de una fuerza constante F en un flui-
do que se opone al movimiento con una
fuerza proporcional al cuadrado de la
velocidad; esto es, Fr = — kv?, Demos-
trar que la velocidad limite es vr = J F/k.

Figura 77-47
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Demostrar que la relacién entre la ve-
locidad y la distancia es ©»® = (F/k) +
+ [v§ — (F[k)]e~** /™= Representar % en
funcién de xr para v, = 0. Si la fuerza
se suprime después que el cuerpo alcan-
ce la velocidad limite, mostrar que la ve-
locidad de la particula disminuye a 1/e

del valor de la velocidad limite después
de recorrer una distancia m/k.

7.84 Demostrar que cuando un cuerpo estd en movimiento bajo una fuerza que se
opone al movimiento proporcional al cuadrado de la velocidad, la velocidad en el

tiempo { es:

(vo + DL)e(kﬂL/m)‘ + (vo _ UL)e—(kﬂL/M)‘

= v

(o + vr)e®Lmi __ (p, — prye-topmi’



