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El fenémeno mas obvio y fundamental que observamos a nuestro alrededor es el
de movimiento. El viento, las olas, los pajaros que vuelan, los animales que corren,
las hojas que caen — todos estos son fenémenos de movimiento. Practicamente
todos los procesos imaginables pueden describirse como el movimiento de ciertos
objetos. La tierra y los planetas se mueven alrededor del sol; los electrones se
mueven en el interior del atomo, dando lugar a la absorcién y a la emision de
luz, o se mueven en el interior de un metal, produciendo una corriente eléctrica;
las moléculas de gas se mueven, dando lugar a la presién. Nuestra experiencia
diaria nos dice que el movimiento de un cuerpo es influenciado por los cuerpos
que lo rodean; esto es por sus inleracciones con ellos. Lo que el fisico y el inge-
niero hacen, esencialmente, es ordenar las cosas de tal manera que, bajo la inter-
accion mutua de las particulas, se produzca una cierta clase de movimiento.
En un tubo de television, el haz de electrones debe moverse de una cierta manera
para producir una imagen en la pantalla. En una méquina térmica, las moléculas
del combustible quemado deben moverse de tal manera que un pistén o una
turbina se muevan a su vez en una direccién deseada. Una reaccién quimica es
la consecuencia de ciertos movimientos atémicos que dan por resultado un nuevo
ordenamiento, formando nuevas clases de moléculas. El papel del fisico es des-
cubrir las razones de todos estos movimientos y el papel del ingeniero es ordenar
las cosas de modo que se produzcan movimientos utiles, movimientos que hagan
la vida mas facil. Hay varias reglas generales o principios que se aplican a todas
las clases de movimiento, no importa cual sea la naturaleza de las interacciones.
Este conjunto de principios, y la teoria que los sustenta, se denomina mecdnica.

Para analizar y predecir la naturaleza de los movimientos que resultan de las
diferentes clases de interacciones, se han inventado algunos conceptos importantes,
tales como los de momenfum, fuerza y energia. Si el momentum, la fuerza, yjo la
energia se conocen y se expresan en un modo cuantitativo es posible establecer
reglas mediante las cuales pueden predecirse los movimientos resultantes. El
momentum, la fuerza y la energia son tan importantes que raramente podemos
analizar un proceso sin expresarlo en funcion de ellos.

L.a mecanica, que es la ciencia del movimiento, es también la ciencia del mo-
mentum, la fuerza y la energia. Es una de las areas fundamentales de la fisica,
y debe comprenderse completamente antes de iniciar una consideracion de in-
teracciones particulares. En tiempo de Galileo ya se reconocia este papel basico
de la mecanica, estando condensada la idea en la proposicion, “igneralo molu,
ignoratur natura”. La mecanica se estudiara en los capitulos 5 a 12,

La ciencia de la mec4nica como la comprendemos hoy dia es el resultado prin-
cipalmente del genio de Sir Isaac Newton, que produjo la gran sintesis denomi-
nada principios de Newton. Sin embargo, muchas personas mas han contribuido
a su avance. Algunos de los nombres mas ilustres son Arquimedes, Galileo, Kepler,
Descartes, Huygens, Lagrange, Hamilton, Mach y Einstein.
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X6 Cinematica (6.1
5.1 Introduccion

Decimos que un objeto se encuentra en movimiento relativo con respecto a otre
cuando su posicién, medida relativa al segundo cuerpo, estd cambiando con el
tiempo. Por otra parte, si esta posicion relativa no cambia con el tiempo, el objeto
se encuentra en reposo relativo. Tanto el movimiento como el reposo son con-
ceptos relativos; esto es, dependen de la condicién del objeto con relacién al cuerpo
que se usa como referencia. Un arbol y
una casa se encuentran en reposo relativo
con respecto a la tierra, pero en movi-
miento con respecto al sol. Cuando un tren
pasa por una estacion decimos que el tren
estd en movimiento relativo con respec-
to a la estacién. Pero un pasajero del
tren bien puede decir que la estacion
se encuentra en movimiento en la direc-
ciéon opuesta. Por ello, para describir un
movimiento, entonces, el observador debe
definir un sislema de referencia con re-
Y laciéon al cual se describe el sistema en
movimiento. En la Fig. 5-1 hemos indi-
X cado dos observadores O y O’ y una par-
ticula P. Estos observadores utilizan los
Fig. 5-1. Dos observadores diferentes  gigtemag de referencia XYZ y X'Y'Z,
estudian el movimiento de P. . . ,
- respectivamente. Si O y O’ se encuentran
en reposo entre si, observaran el mismo
movimiento de P. Pero si O y 0’ se encuentran en movimiento relativo, sus ob-
servaciones del movimiento de P seran diferentes.
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Fig. 5-2. Orbita de la luna con respecto a la tierra y al sol. <o .
Trayectoria

La distancia tierra-luna es solamente 4 x 10-3 la distancia
tierra-sol. Las ondulaciones en la 6rbita lunar se han exa-
gerado considerablemente.

de la tierra con
respecto al sol
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Por ejemplo, consideremos dos observadores, uno sobre el sol y el otro sobre
la tierra (Fig. 5-2) estudiando ambos el movimiento de la luna. Para un observador
terrestre que usa el sistema de referencia X'Y'Z’, la luna parece describir una
orbita casi circular alrededor de la tierra. Sin embargo, para el observador situado
en el sol, que usa el sistema XYZ, la orbita de la luna aparece como una linea
ondulante. Sin embargo, si los observadores conocen su movimiento relativo,
pueden facilmente reconciliar sus observaciones respectivas. En el capitulo 6
discutiremos en mas detalle este tema importante de comparar datos obtenidos
por observadores que se encuentran en movimiento relativo. Por el momento
supondremos que tenemos un sistema de referencia bien definido.

5.2 Movimiento rectilineo: velocidad

El movimiento de un cuerpo es rectilineo cuando su trayectoria es una recta.
Consideremos que el eje OX de la fig. 5.3 coincide con la trayectoria. La posicion
del objeto estd definida por su desplazamiento medido desde un punto arbitra-
rio 0, u origen. En principio, el desplazamiento puede relacionarse con el tiempo
mediante una relacion funcional r = f(f). Obviamente, x puede ser positiva o
negativa. Supongamos que en el tiem-

po { el objeto se encuentra en la posi-

cion A, siendo OA = x. Mds tarde en el R —

tiempo t, se encuentra en B, siendo |
OB = z’. La velocidad promedio entre 0
A y B esta definida por

T —z Ar (.1) Figura 5-8

D= =

—1 Al

donde Axr = x’ — x es el desplazamiento de la particula y At = ¢ —{ es el tiempo
transcurrido. Por consiguiente la velocidad promedio durante un cierfo intervalo
de tiempo es igual al desplazamiento promedio por unidad de fiempo. Para deter-
minar la velocidad instanfdnea en un punto, tal como A, debemos hacer el inter-
valo de tiempo Af tan pequefio como sea posible, de modo que esencialmente
no ocurran cambios en el estado de movimiento durante ese pequeiio intervalo.
En el lenguaje matematico esto es equivalente a calcular el valor limite de la
fraccion que aparece en la ec. (5.1) cuando el denominador Af tiende a cero. Esto
se escribe en la forma

. = . Ax
v =limp = lim .
Al->0 At—->0 At

Pero ésta es la definicion de la derivada de x con respecto al tiempo; esto es

dx '
=, 9.2
7 (-2)
de modo que obtenemos la velocidad instantinea calculando la derivada del despla-
zamienfo con respecto al tiempo. Operacionalmente la velocidad instantanea se
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encuentra observando al cuerpo en movimiento en dos posiciones muy cercanas
separadas por una pequeia distancia dr y midiendo el intervalo de tiempo di
necesario para que vaya de una posicion a la otra. En el futuro el término “velo-
cidad” se referira siempre a la velocidad instantdnea.

Si conocemos v = f(f), podemos obtener la posicién z integrando la ec. (5.2).
De la ec. (5.2) tenemos dr = v dt; luego, integrando, obtenemos

x t
f dr = f v di,
x0 to

donde x, es el valor de z en el tiempo 4. Y, puesto que [5 dr =z — x,
t
T =12+ j v di. (5.3)
to

Para entender el significado fisico de la ec. (5.3), el estudiante debe tener en
cuenta que v df representa el desplazamiento del cuerpo en el intervalo de tiempo
dt. Luego, dividiendo el intervalo de tiempo { — {, en intervalos pequefios suce-
sivos df,, diy, dfs, ..., encontramos que los desplazamientos correspondientes son
vy dty, vy dly, vy dly, .. ., y el desplazamiento total entre #, y { es la suma de todos
éstos. Debe notarse que v, vy, v,, ... son los valores de la velocidad en cada
intervalo de tiempo. Entonces, de acuerdo al significado de una integral definida,

Desplazamiento =x —xy = v, dt; + vy dly + v, dly + ... =

'
=Zvidtl- =J vdt.
to

Debemos observar que el desplazamiento Az (o dr) puede ser positivo o nega-
tivo dependiendo de si el movimiento de la particula es hacia la derecha o hacia
la izquierda, dando por resultado un signo positivo o negativo para la velocidad.
Asi el signo de la velocidad en movimiento rectilineo indica la direccién del mo-
vimiento. La direccién es la de + OX si la velocidad es positiva, y la de — 0X
si es negativa.

Algunas veces se utiliza el concepto de velocidad, definida como distancia/tiempo.
Siempre es positiva, y es numéricamente igual a la magnitud de la velocidad;
es decir, velocidad = [|. Sin embargo, en general, la velocidad promedio usando
esta definicion no tiene el mismo valor que la velocidad promedio de la expre-
sion 5.1. También es importante no confundir el “desplazamiento” z — x, en el
tiempo { —{, con la “distancia” cubierta en el mismo tiempo. El desplazamiento
se calcula con la ec. (5.3), pero la distancia se obtiene mediante la integral | fo [v] dt.
Por ejemplo, al ir de la ciudad A a la ciudad B, que se encuentra a 100 millas
al este de A, un conductor puede ir primero a la ciudad C, que se encuentra
a 50 millas al oeste de A, y luego regresar e ir a B. La distancia cubierta ha sido
de 200 millas, pero el desplazamiento de 100 millas. Si el movimiento tiene lugar
en 4 horas la velocidad absoluta promedio es de 200 mi/4 hr =50 mi hr, y la
velocidad vectorial promedio es de 100 mi/4 hr = 25 mi hr.
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En el sistema de unidades MKSC, la velocidad se expresa en metros por se-
gundo, o ms™1, siendo ésta la velocidad de un cuerpo que se desplaza un metro
en un segundo con velocidad constante. Evidentemente, la velocidad puede
expresarse con una combinacion cualquiera de unidades de espacio y tiempo;
tales como millas por hora, pies por minuto, etc.

EJEMPLO 5.1. Una particula se mueve a lo largo del eje X de manera que su posi-
cién en cualquier instante { esta dado por £ = 5 + 1, donde x se expresa en metros

t en segundos. Calcular su velocidad promedio en el intervalo de tiempo entre
(A)2sy3s,(b)2sy2,1s,(c)2sy2,001s,(d)2sy 200001 s. Calcular también (e)
la velocidad instantanea a los 2 s.

Solucién: Haremos {, = 2, el cual es comun para todo €l problema. Usando x = 5£+
+ 1, tenemos x, = 5(2) + 1 = 21 m. Entonces, para cada caso, Ar = x —zx,,
x—21y Al =t—1t, =f—2.

(a) Parai=3s,tenemosAi =15,z =532 +1=46m, yAr=46 m—21 m=
= 25 m. Por lo tanto:

Az 25m
At 1s
(b) Para t = 2,1 s, tenemos Af = 0,1 s, x = 5(2,1)* + 1 = 23,05 m, y Ax =
= 2,05 m. Por lo tanto:
Ar  2,05m
At 0,15
(c) Para t = 2,001 s, tenemos Af = 0,001 s, x = 5(2,001)* + 1 — 21,020005 m,
y Az = 0,020005 m. Por consiguiente:
Az 0,020005 m
At~ 0,001s
(d) El estudiante puede verificar que para t = 2,00001 s, » = 20,00005 m s-1

(e) Notamos que a medida que Af se torna mas pequefiio, la velocidad se aproxima
a 20 m s-1, Luego podemos esperar que éste sea el valor de la velocidad instantanea

cuando t = 2 s. Ciertamente:

dx d
=— = —(5# +1) = 101
v .dt dt Gf +1)

Cuandq [ = 2, obtenemos v = 20 m s—! que es la respuesta a la pregunta (e).

= 25 m s-1,

v =

= 20,5 m s,

v

= 20,005 m s

v =

5.3 Movimiento rectilineo: aceleracion

En general, la velocidad de un cuerpo es una funcién del tiempo. Si la velocidad
Permanece constante, se dice que el movimiento es uniforme. Refiriéndonos
huevamente a la Fig. 5-3, supongamos que en el tiempo { el objeto se encuentra
en A con una velocidad » y en el tiempo # en B con una velocidad v’. La acele-
racién promedio entre A y B esta definida por

vV —v Av
j — — , 5.4
a t—1 Al ( )
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donde Av =v"— v es el cambio en la velocidad y, como antes, Af = — f es
el tiempo transcurrido. Luego la aceleracion promedio durante un cierfo interva-
lo de tiempo es el cambio en la velocidad por unidad de tiempo durante el infervalo

de tiempo.
La aceleracion mstantanea es el valor limite de la aceleracion promedio cuando

el intervalo Af es muy pequeiio. Esto es,

Av
a=1limd=lim —,
At—0 At—g Al
0
dv
a—=—, 2.5
7 (5.5)

de modo que obtenemos la aceleracién instantidnea calculando la derivada de
la velocidad con respecto al tiempo. Operacionalmente, se encuentra la acelera-
ciéon instantanea observando el pequeiio cambio de la velocidad dv que tiene
lugar en el intervalo muy pequeiio de tiempo, df. En el futuro, cuando digamos
“aceleraciéon’, nos estaremos refiriendo a la aceleracién instantanea.

En general, la aceleracion varia durante el movimiento. Si el movimiento
rectilineo tiene una aceleracion constante, se dice que el movimiento es unifor-
memente acelerado.

Si la velocidad aumenta en valor absoluto con el tiempo, se dice que el mo-
vimiento es “acelerado’; pero si la velocidad disminuye en valor absoluto con
el tiempo, el movimiento se denomina ‘“retardado’.

Si conocemos la aceleracion, podemos calcular la velocidad integrando la ec. (5.5).
De la ec. (5.5) tenemos dv = a di, e, integrando, obtenemos

v 4
f dv = f adt,
0 10

donde v, es la velocidad en el tiempo #,. Luego, como [%, dp = v — v,
t
v =0, + J. adi. _ (5.6)
to

Como en el caso del desplazamiento, el significado fisico de la ec. (5.6) es facil-
mente comprensible. Sabemos que a df nos da el cambio en la velocidad durante
un intervalo de tiempo df. Luego, dividiendo el intervalo {—{, en pequefios
intervalos sucesivos de tiempo di, di,, dit,, ..., encontramos que los cambios co-
rrespondientes en la velocidad son q, dt), a,df,, azdi;, ..., donde ay, a,, @, . ..
son los valores de la aceleracion en cada intervalo de tiempo, y el cambio total
v — v, de la velocidad entre #;, y { es la suma de éstos. Esto es,

Cambio en la velocidad =v —vp, =a, dt; + a, dt, + azdt; + ...

t
=Zaidti:f a dt.
i to
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La aceleracion se relaciona también con la posicibn combinando las ecs. (5.2)
y (5.5). Esto es,

d%x
a = TR 5.7)

Otra relacién importante entre la posiciéon y la velocidad puede obtenerse de
la siguiente manera. A partir de la ec. (5.5) escribimos dv = a df. Cuando multi-
plicamos el lado izquierdo de esta ecuacién por el lado izquierdo de la ec. (5.2)
y hacemos lo mismo con los lados derechos, obtenemos

vdv = adt (d_x) = q dx.
dt

vy @ positives p vV a negativos
v v
u
| - X | u_ e S— X
0 P a 0 a P

(@) Movimiento acelerado (va > ()

v positivo ¥ a negativo v negativo y a positivo
u a v }
e — Lo X —— - e

() P 0 P

(b) Movimiento retardado (vo < ¢)

Fig. 5-4. Relacién vectorial entre la velocidad y la aceleracién en el movimiento
rectilineo.

Integrando, obtenemos

] X
f vdy :f adx
0 )

x

30 — 1} =f a dz. (5.8)

0

Esta ecuacién es particularmente util para calcular la velocidad cuando la rela-
cién entre z y a es conocida, de modo que la integral puede evaluarse.

En el sistema MKSC, la aceleracién se expresa en metros por segundo, o
(m/s)/s = m s-2, siendo ésta la aceleracién de un cuerpo cuya velocidad aumenta
un metro por segundo en cada segundo, con aceleracion constante. Sin embargo,
la aceleracion puede también expresarse en otras unidades, tal como (mi/hr)/s.
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5.4 Representacion vectorial de la velocidad y la aceleraciéon
en el movimiento rectilineo

La velocidad en el movimiento rectilineo se representa por un vector cuya lon-
gitud esta dada por la ec. (5.2) y cuya direccion coincide con la del movimiento
(Fig. 5-4). La aceleracion estd también representada por un vector de magnitud
dada por la ec. (5.5) y en la direccién OX o en la direccién opuesta, dependiendo
ello de si es positiva o negativa. Si w es un vector unitario en la direccion positiva
del eje de las X, podemos escribir en forma vectorial

’v—uv—udx a—:ndv
et Y T

Los vectores © y @ estan dirigidos en la direccién de % o en la direccién opuesta,
dependiendo de los signos de dx/dt y dv/dt, respectivamente. EI movimiento es
acelerado o retardado segin que ® y @ tengan la misma direccidn o direcciones
opuestas (Fig. 5-4). Una regla simple es la siguiente: si v y a tienen el mismo signo,
el movimiento es acelerado; si los signos son opuestos, el movimiento es retardado.

1y £

! |
r=xgteli—1iy
L]
v = const 1 r]=
£
1
! |
| I
o ‘ o i f
J | |
(a) Grafico de la velocidad (b) Grafico del desplazamiento

Fig. 5-5. Graficos de la velocidad y el desplazamiento en el movimiento uniforme.

EJEMPLO 5.2. Movimiento rectilineo uniforme.

Solueién: En este caso v es constante. Entonces a = dpv/dt = 0; esto es, no hay
aceleraciéon, De la ec. (5.3), cuando » es constante, tenemos:

v ¢
a:=:co—|—J‘vdt=xo+v dt = xy + vt — ).
tp tp

En la Fig. 5-5 (a), representamos v en funcién de £. En la Fig. 5-5-b, representamos
en funcién de &

EJEMPLO 5.3. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Solucién: En este caso a es constante. Por lo tanto, de la ec. (5.6) tenemos
£

i
vzvo+_" adt=rv, + a dt = vy + a(t — 1), (5.10)
to

to
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y de la ec. (5.3), tenemos

¢ ¢
a:=x,,-|—J‘. [vo-{-a(t—to)]dt:xo-{—v‘,j dt—l—aJ" (t—t,) dt,
Lo to to
= %o + bo(t — L) + da(t —{)%] (5.11)
Es también util obtener una relacién a partir de la ec. (5.8),

3! — 4vg = a J.” dxr = a(x — x,).
zg

Luego
»® = vy + 2a(x — x,). (5.12)

El caso mas importante de movimiento uniformemente acelerado es ¢l de caida
libre bajo la accidén de la gravedad. En este caso, tomando la direccidén vertical hacia
arriba como positiva, definimos a = — g, tomando el signo menos debido al hecho
de que la aceleracion de la gravedad es hacia abajo. El valor de g varia de un lugar

v X
- r=vgl+ 3 ai?
Phter” /
> /]
] ’LT
o
0 t O t
(a) Grafico de la velocidad (b)- Grafico del desplazamiento

Fig. 5-6. Graficos de la velocidad y el desplazamiento en el movimiento uniforme-
mente acelerado.

a otro de la superficie terrestre, pero es siempre muy cercano a ¢ = 9,8 m s—2 =
32,2 ft s-%. Este valor es el mismo para todos los cuerpos, y puede considerarse
independiente de la altura, mientras no nos alejemos de la superficie terrestre, ya
que la aceleracién de la gravedad disminuye a medida que la distancia sobre la
Superficie terrestre o bajo ella aumenta (capitulo 13).

Podemos representar v y x en funcién del tiempo. Cuando por simplicidad esta-
blecemos ¢, = 0 y x, = 0, la ec. (5.10) se simplifica a v = v, + af y 1a ec. (5.11) es
T =yt + daf?, Ambas ecuaciones han sido representadas en la Fig. 5.6. Graficos
de esta clase son muy utiles para analizar todos los tipos de movimiento.

EJEMPLO 5.4. Un cuerpo se mueve a lo largo del eje X de acuerdo a la ley
x = 2f + 58 + 5,
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donde x se expresa en pies v f en segundos. Encontrar (a) la velocidad y la acelera-
cion en cualquier momento, (b) la posicién, velocidad v aceleracién cuando ¢ — 2 s
¥ 38, ¥ (¢) la velocidad promedio y la aceleracién promedio entre { = 2 s yt=3s.

Solucion: (a) Usando las ecs. (5.2) y (5.5), podemos escribir

dx d
_— e —— tﬂ — iZ' t 3 =1
vﬁdt_dt(zt“—I—S 4+ 5) = 62 + 10t pies s
dp d
—_ e — — t 3 —2-
a = = di (6tf‘+10£)-12 +10p1ess_

(b) Parat = 2 s, usando las expresiones respectivas, obtenemos
x = 41 pies, v = 44 pies s-1, a = 34 pies s-2,

Similarmente, para t = 3 s, el estudiante puede verificar que
z = 104 pies, b = 84 pies s},  a — 46 pies -3,

(¢) Para encontrar la velocidad promedio entre t = 2 s y !t = 3 s, tenemos Al =
1s, y de (b) Ax = 63 pies, Av = 40 pies s, Luego

Az 63 pies

0 = = f— 3 i -1

) Af s 63 pies s,
- i -1

D = i'; _ 40 Te: L. 40 pies 53,

EJEMPLO 5.5. La aceleracién de un cuerpo que se desplaza a lo largo del eje X
es a = (4z — 2) m s—%, donde  se expresa en metros. Suponiendo que v, =10 m s-1
cuando r, = 0 m, encontrar la velocidad en cualquier otra posicién.

Solucién: Como en este ejemplo la aceleracién est4 expresada en funcién de la posi-
cién y no en funcién del tiempo, no podemos usar la definicién a = dv/dt para obte-
ner la velocidad por integracién. En su lugar debemos utilizar la ec. (5.8), con p, =
10mstygx,=0. Asf

18— 310y = f (4z — 2) dz
0

»* = 100 + 22z — 27)% — 44* — 4z + 100

y por consiguiente

v = )/ 42 — 42 + 100.

;Deberfamos colocar los signos + delante del radical? Si asi lo hiciéramos, (eudl
seria su significado? Sugerimos que el estudiante haga un graifico de la velocidad »
en funcién de la posicién =z.

Dejamos como ejercicio para que el estudiante encuentre z en funcién del tiempo ¢
usande la definicién v = dr/dt, y de aquel resultade obtenga » y a en funcién del
tiempo. Para obtener x(f), puede ser necesario usar una tabla de integrales.

EJEMPLO 5.6. Se lanza un cuerpo hacia arriba en direccién vertical con una
velocidad de 98 m s-! desde el techo de un edificio de 100 m de altura. Encontrar
(a) la maxima altura que alcanza sobre el suelo, (b) el tiempo necesario para alcanzar-
la, (¢) 1a velocidad al llegar al suelo, y (d) el tiempo total transcurrido hasta que el
cuerpo llega al suelo.

]
;

(O - S
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Solucién: Refiriéndonos a la Fig. 5.7 y usando las ecs. (5.10) y (5.11), con £, = 0,
v, = 98 m 71, £, = 4 = 100 m (el origen de coordenadas C se ha situado en el

piso)ya=—g¢ =— 9,8 m s-3, tenemos para cualquier tiempo ¢,
v = 98 — 9,8,
x = 100 4 98¢ — 4,98, X
En el punto de maxima altura v = 0. Luego v=0FB .

98 — 9,8t =0, 6 t =10 s. Reemplazando este
valor en la expresion de x, obtenemos
xz = 100 + 98(10) — 4,9(10)*
= 590 m. r=98 ms™! 8
Para obtener el tiempo necesario para que el

cuerpo llegue al suelo (esto es, al punto C), po- A
nemos rc = 0, siendo C nuestro origen de coor- %

denadas. Luego 1= 2= 100 19/
0 =100 -+ 98t — 4,98, Ao 4
Z 7
Esta es una ecuacién de segundo grado en ¢, cu-
yas raices son: Figura 5-7

t=—096s y = 20,96 s.

La respuesta negativa corresponde a un tiempo previo al del disparo (t = 0) y debe
descartarse, ya que no tiene significado fisico en este problema (puede tenerlo en
otros). Para obtener la velocidad en C, introducimos el valor { = 20,96 s en la ex-
presion de vc, obteniéndose

ve = 98 — 9,8(20,96) = — 107,41 m s-.

El signo negativo significa que el cuerpo se desplaza hacia abajo. Se sugiere que el
estudiante verifique los resultados para zs y vc utilizando la ec. (5.12), la cual para
este problema es

»® = 0604 — 19,6(x — 100).

También el estudiante deberia resolver el problema colocando el origen en A. En
dicho caso

Ty =2a=0y 2c = — 100 m.

EJEMPLO 5.7. Una particula se desplaza a lo Iargo del eje X de acuerdo a la ley
T=08—3f—9t+ 5. yDurante qué intervalos de tiempo la particula se esti
Moviendo en la direccién positiva del eje X y durante qué intervalos se estd moviendo
en la direccién negativa del eje X? (Durante qué intervalos de tiempo es el movi-

Miento acelerado y durante cudles otros es retardado? Hacer un grificode z, vy a
en funcién del tiempo.

Solucién: Aplicando la ec. (5.2), podemos encontrar que la velocidad de la particula
€n cualquier instante { es p = dr/dl = 3 # — 61 — 9. La velocidad puede escribirse
tiimb_ién D = 3({ + 1) ({ — 3). Usando la ec. (5.5), podemos encontrar que la ace-
leracién es q — 6¢ — 6 = 6(t—1). Los gréificos de x, » y a en funcién del tiempo
se Muestran en la Fig. 5-8. Notemos que, para ! < — 1, la velocidad es positiva y el
Movimiento es en la direccién positiva del eje X. Parat = — 1, z = 10, 1a velocidad
€8 cero. Para —1 <t < 3, la velocidad es negativa y el movimiento se invierte,

desplazandose 1a particula en la direccién negativa del eje X. Cuando t = 3, r =
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— 22 la velocidad es otra vez cero. Para f > 3, la velocidad vuetve a ser positiva
y el movimiento se invierte, moviéndose la particula en la direccién positiva del
eje X. Las posiciones de la particula se muestran en la Fig. 5-8(a); los puntos de cam-
bio, donde la velocidad es cero se marcan con A y B.

Observando los grificos de la velocidad y de la aceleracién, vemos que paraf < — 1
el movimiento es retardado (la magnitud de v disminuye; v y a tienen signos opuestos).
Para —1 < < 1, el movimiento es acelerado; para 1 <{ < 3, el movimiento es
nuevamente retardado; finalmente para ¢ > 3, es acelerado.

Este ejemplo ilustra cuan utiles son los graficos de x, v y a en funcién del tiempo
para conocer las caracteristicas del movimiento.

5.5 Movimiento curvilineo: velocidad

Consideremos ahora una particula que describe una trayectoria curvilinea P,
como la ilustrada en la Fig. 5-9. En el

o

=3 5 - tiempo { la particula se encuentra en el
- Y= -1 punto A, estando su posicion dada por
- - el vector r = 04 = .t + wy + u,z
bt ———t+—+—+—+——X  pgsteriormente en ¢, la particul -
-3 -20 —-10 0 10 20 » [a particuia se encon
trarden B, conr’ = OB = w,x’ + u,y'+
(@) #,2’. Aunque la particula se ha desplaza-
() do a lo largo del arco AB = As, el des-
2 {m Y
410 plazamiento, que es un vector, es AB =
/\ / Ar. Notar en la figura que ¥ = r 4 Ar,
— % \ ot (%) Y por COBSigUiente
—3--1% N\ 2 3 /5 ¢ 7 .
10 AB = Ar =71 —7r = U, (x' — 1) +
1 + u(y' —3) + w2’ —2)
W a0 = U AZ) + uy(Ay) + u(A2), (5.13)
v (m s™1) donde Ar =2 —x, Ay =43 —uy, ¥
20T Az = 7z’ — z. La velocidad promedio,
T también es un vector, definido por
10+ A
T o=-_-T, (5.14)
A () Al
-3-2-N"] 1 2,3 t 5 6 7
\ \_/ o, usando la ec. (5.13),
« — Ax Ay Az
rime ) 0=y T Uy T
110 (5.15)

t »  La velocidad promedio estd representada
por un vector paralelo al desplazamien-

|
FC
!
S
|
Ll

| 1

T T

b\

B

o O
M—b—
[ B
"
o
‘.l—-b—

) Figura 5-8 to Ad.B = Ar. Para calcular la velocidad
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instant4dnea debemos, como en casos previos, hacer Af muy pequeio. Esto es,

— A
v=lm ?=lm ~0. (5.16)
Af—=0 Al Af

Ahora cuando Af se aproxima a cero, el punto B se aproxima al punto A, como
lo indican los puntos B’, B”, ... en la Fig. 5-10. Durante este proceso el vector

;ﬁ-} = Ar cambia continuamente de magnitud y direccién, y de igual manera
la velocidad promedio. En el limite cuando B estd muy cerca de A, el vector

;ﬁ? — Ar coincide con la direccién de la tangente A7. Por tanto, en el movi-
miento curvilineo, la velocidad instantinea es un vector fangente a la trayec-
toria, y esta dado por

o= (5.17)

dt -’

Fig. 5-9. Desplazamiento y velocidad Fig. 5-10. La velocidad es tangente ala
promedic en el movimiente curvilineo. trayectoria en el movimiento curvilineo.

O, si tenemos en cuenta la ec. (5.15), la velocidad es

dx d
Vv=u, — +u 4y uz—d%

, 5.18
di ¥ dt (518)

indicando que las componentes de la velocidad a lo largo de los ejes X-, Y-,
Y Z- son

dx dy dz
—_— s = e ’ _ —— y 5- 1 9
Ve =g T T (519

¥ la magnitud de la velocidad es

v=}0k+ 2+ 0k (5.20)

_Al pasar de la ec. (5.16) a la ec. (5.17), podemos proceder de una manera algo
diferente, Sea 0, (Fig. 5-9) un punto de referencia arbitrario en la trayectoria.
Luego s = 0,A da la posicion de la particula medida por el desplazamiento a
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lo largo de la trayectoria. Como en el caso rectilineo, s puede ser positiva o nega-
tiva, dependiendo en qué lado de O, estd la particula. Cuando la particula se
mueve de A a B, ¢l desplazamiento As a lo largo de la curva estd dado por la
longitud del arco AB. Multiplicando y dividiendo la ec. (5.16) por As = arco AB,

obtenemos
) Ar As ) Ar . As
v=llm — - ={ lim — lim — |,
Af—=0 As Al As—0 As At->0 At

expresion en la cual indicamos en el primer factor que As -0 (ver Fig. 5-10).
Ahora, de la Fig. 5.9 podemos ver que la magnitud de Ar es casi igual a la de As,
y a medida que B se acerca a A, mas se aproxima la magnitud de Ar ala de As.
Por lo tanto el limite 5y, A7/ As representa un vector de magnitud unitaria y
direccion tangente a la trayectoria. Esto es

2= tim L — g (5.21)

Por otra parte,

A
lim 25 = 9 (5.22)
Af->0 hY) dt
Por lo tanto podemos escribir » en la forma
UV =Uur _d_S = Uy, (523)

dt

donde ds/dt = v nos da el valor de la velocidad, y el vector unitario wur la direc-
cién. El hecho de que v = ds/dt es el valor de la velocidad estd de acuerdo con
nuestra definicion previa de velocidad en la ec. (5.2), ya que ahora ds es el desplaza-
miento a lo largo de la trayectoria curvilinea en el tiempo df. De esta manera ds
juega el mismo papel en el movimiento curvilineo que dx en el movimiento rec-
tilineo. La unica diferencia entre las ecs. (5.23) y (5.2) es la inclusion del elemento
direccional, dado por el vector unitario tangente wut, introducido previamente
en la seccion 5.4.

5.6 Movimiento curvilineo: aceleraciom

En el movimiento curvilineo la velocidad, en general, cambia tanto en magnitud
como en direccién. La magnitud de la velocidad cambia debido a que su valor
aumenta o disminuye, La direccién de la velocidad cambia debido a que la velo-
cidad es tangente a la trayectoria y ésta se curva continuamente. La Fig. 5-11
indica la velocidad en los tiempos { y ¢/, cuando la particula pasa por A y B res-
pectivamente. El cambio vectorial en la velocidad al pasar de A a B esta indicado
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por Av en el tridngulo vectorial; esto es, » + Av = ¥’, por consiguiente
Ap = v — . Luego la aceleracion promedio, en el intervalo At, estd definida por

— Av
a =.—t’ (5.24)
y es paralela a Aw. Como » = w0y + WPy + W0, tenemos Av = wu,Av, +
+ u,Av, + wAv; y
Ap, Ap, Ap,
u, —— +u .
Al AUYEREAYY
(5.25)

azux

L.a aceleracion instantanea, que en el fu-
turo denominaremos simplemente por ace-
leracion, esta definida por:

. . Ar
a=lma =lim ——
Af—0 ai-o Al

dv Fig. 5-11. Aceleracion en el mo-
a=—. (5.26) vimiento curvilineo.

La aceleracion es un vector que tiene la misma direccién que el cambio instanta-
neo en la velocidad. Como la velocidad cambia en la direcciéon en la cual la tra-
yectoria se curva, la aceleracion estd siempre apuntando hacia la concavidad

Fig. 5-12. Relacién vectorial entre la velocidad
y la aceleracién en el movimiento curvilineo.

de la curva, y en general no es tangente ni perpendicular a la trayectoria, como
s¢ indica en la Fig. 5-12. Recordando la ec. (5.17), podemos escribir la ec. (5.26)
en la forma

a=Tr (5.27)

dar

De la ec. (5.25) observamos que

. dv, do, dv,
B=Ue Yy TG Ty

, (5.28)
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de modo que las componentes de la aceleracion a lo largo de los ejes X-, Y-, Z son

dv, dv, dv,
= , = ¥ = , 5.29
“=Ta T m T (5.29)
0, en virtud de la ec. (5.19) o la ec. (5.27),
d*r d2y d*z
-, =7 g=__, 5.30
“TuE YT g T (5-30)
La magnitud de la aceleracion es
a=Y)d+ a® + d. (5.31)

En el movimiento curvilineo usualmente conocemos la ecuacion de la trayectoria;
esto es, conocemos las coordenadas de las particulas en movimiento en funcién
del tiempo. Estas coordenadas estan dadas por las ecuaciones

x = 2(0), =y, z=20.

Aplicando las ecs. (5.19) y (5.29), podemos calcular la velocidad y la aceleraci6n.
En otros casos el problema es todo lo contrario: conocemos las componentes de
la aceleracion en funcién del tiempo; esto es,

a, = axf), a, = a(b), a; = a\i).

Entonces, usando la ec. (5.29) e integrando, obtenemos las componentes de la
velocidad, e integrando la ec. (5.19) obtenemos las coordenadas en funcién del
tiempo.

8.7 Movimiento bajo aceleracion constanite

El caso en el cual la aceleracion es constante, tanto en magnitud como en direc-
cién, es de especial importancia. Si @ = constante, tenemos integrando la ec. (5.26)

v t ¢

f do =f a dl =aj dt = a(t —1)), (5.32)

20 t0 10

donde v, es la velocidad para { = 4,. Luego, teniendo en cuenta que (5, do = © — ©y,
v =0, + al — 1) (5.33)

nos da la velocidad en funcién del tiempo. Sustituyendo este resultado en la
ec. (5.17), e integrando, obtenemos

r f (4 4
f dr = f {vy + a(t — 1] di =*voj dt+a | (I—i)di,
ro lo

fo to
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donde 7, da la posicién en el tiempo £, Por lo tanto
r =170+ Dol — 1) + 3all — )2, (5.34)

nos da la posicién de la particula en cualquier instante. Estos resultados deben
compararse con las ecs. (5.10) y (5.11) obtenidas para el movimiento rectilineo con
aceleracién constante. En el movimiento rectilineo, la velocidad y la aceleracion
tienen o la misma direccion o la opuesta. Sin embargo, en el caso mdis general
que estamos discutiendo ahora, v, y @ pueden tener direcciones diferentes. Por
lo tanto, la velocidad v dada por la ec. (5.33) no es paralela a a, pero se encuentra
siempre en el plano definido por v, y @. Igualmente, de la ec. (5.34), vemos que
el extremo del vector r se encuentra siempre en el plano paralelo a v, y @, y que
pasa por el punto definido por 7,. Llegamos v
a la conclusion, entonces, que el movimiento ) o A g,
con aceleracién constante se produce siem- ¢
pre en un plano. También la ec. (5.34) in- Pla, )
dica que la trayectoria del movimiento es g |
una parabola (ver problema 3.33). 1h

Uno de los usos mas interesantes de estas g l
ecuaciones es su aplicacion al movimiento o |
de un proyectil. En este caso a =g = 0 B
aceleracion de la gravedad. Escogeremos y8 g
el plano XY coincidente con el plano defi-
nido por v, y @ = g; el eje Y hacia arriba
de modo que g = —u,g, y el origen O
coincidente con 7, (Fig. 5-13). Entonces Fig. 5-18. Cuando la aceleracion cs

constante la trayectoria es una para-
Uy = Ulyz + U oy bola.

donde
Ugz = D, COS o, Uoy = Vg SEN a. (5.35)

La ec. (5.33) puede separarse en sus componentes (si {, = 0) escribiendo

v = Ul + Uy = (UDpe + Uyby,) — Ut

Uy = Dgas v, = Ugy — gl (5.36)

que indica que la componente de » en la direccion X permanece constante, como
debia, ya que no hay aceleracion en dicha direccién. Similarmente, la ec. (5.34)
con ry, =0 y # =0, cuando se separa en sus componentes, se transforma

r = UL X Uyl = (Ualyz + UDoy)t — U gl

T =,  §=vol— 48 (5.37)

que dan las coordenadas de la particula en funcién del tiempo. El tiempo requerido
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para que el proyectil alcance la maxima altura A se encuentra haciendo v, = (
en la ec. (5.36) ya que, en aquel punto, la velocidad del proyectil es horizontal,
Luego

; — Vo 5 ;. Dosena

5.38
p e (5.38)

L.a maxima altura h se obtiene sustituyendo este valor de ¢ en la segunda ecua-
cién de (5.37), dando como resultado

vi sen? «
29

h = (5.39)

El tiempo necesario para que el proyectil retorne al nivel del suelo en B, deno-
minado fiempo de vuelo, puede obtenerse haciendo y = 0 en la ec. (5.37). El tiempo
de vuelo es obviamente el doble del valor dado por las ecs. (5.38), o 2y, sen afg.
El alcance R = OB es la distancia horizontal cubierta, y se obtiene sustituyendo
el valor del tiempo de vuelo en la primera ecuacién de (5.37), resultando

2
R — vy 2vgsen o 20 sen o €OS «
g g
6
R— vZ sen 2a . (5.40)
g

Notar que el alcance es maximo para « = 45°. La ecuacién de la trayectoria se
obtiene eliminando el tiempo ¢ entre las dos ecs. (5.37), obteniéndose

y =——2L—— 2% + x tg « (5.41)
20 cos? «
Y
T el N Trayectoria
- N Parabdlica
1 Nen el vacio.
AN
Trayectoria \\
1 real \
en el aire. \\
\\
L | R
ot . + t f . “\ X
\
\
4 A
\
\

Fig. 5-14. La trayectoria de un pro- Fig. 5-15. Efecto de la resistencia del
yectil de largo alcance no es una parid- aire en el movimiento de un proyectil.
bola, sino un arco de una elipse.
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la cual es la ecuacion de una parabola, ya que tanto tg « como el coeficiente
de x? son constantes.

Los resultados que hemos obtenido son vilidos cuando: (1) El alcance es sufi-
cientemente pequeiio como para despreciar la curvatura de la tierra. (2) La altura
es suficientemente pequefia como para despreciar la variacion de la gravedad
con la altura. (3) La velocidad inicial del proyectil es suficientemente pequeiia
para despreciar la resistencia del aire. Para un proyectil de largo alcance, tal
como un ICBM, la situacion se muestra en la Fig. 5-14 donde todos los vectores ¢
sefialan hacia el centro de la tierra y varian con la altura. La trayectoria es, en
este caso, un arco de elipse, como se estudiard en el capitulo 13. Si tenemos en
cuenta la resistencia del aire, la trayectoria deja de ser parabolica, como se mues-
tra en la Fig. 5-15 y el alcance disminuye.

EJEMPLO 5.8. Un cafién dispara una bala con una velocidad de 200 m s-! ha-
ciendo un angulo de 40° con el terreno. Encontrar la velocidad y la posicién de la
bala después de 20 s. Encontrar también el alcance y el tiempo necesario para que la
bala retorne a tierra.

Solucion: De la Fig. 5-16, notando que v, = v
=

200 m sty a = 40° tenemos que vz =
vocosa = 153,2m st ¥y vy = Uy Sen o =
128,6 m s-!. De este modo las componen-
tes de la velocidad en cualquier instante
estan dadas por v: = 1563,2 ms-1 y vy =
128,6 — 9,8t m s-!, y las coordenadas de
la bala son

x = 153,2t m, y = 128,6¢ — 4,9 m.
Para ¢ = 20 s, tenemos simplemente v: =
153,2 ms1y vy = — 67,4 m s EIl he-

cho de que vy sea negativo significa que

la bala estd descendiendo. La velocidad Fig. 5.16. Velocidad en el movimien-
esv = Vvl + v? —167,4 m s-l Similar- to de un proyectil.

mente la posicién de P esta dada por x =

3064 m e y = 612 m. EIl estudiante debe

verificar que la altura de A es 843,7 m, que el alcance R == OB es de 4021 m, y que
el tiempo necesario para ir de O a B es de 26,24 s.

Y
(F\\
N '\\
Nddi 77 1
N ~ s
M o A
p\\ ~ s a¢
\\ \\\ 1/ 4 v
~ dsg >~
A T
u\ 2 ur
&
L Al
! 2
iy //
L) .
O u: X
Fig. 5-17. Aceleraciones tangencial y Figura 5-18

normal en el movimiento curvilineo.
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5.8 Componentes tangencial y normal de la aceleracién

Consideremos una particula que describe una trayectoria curva (Fig. 5-17). Por
simplicidad supondremos que la curva es plana pero los resultados que obten-
gamos seran validos para el movimiento a lo largo de cualquier curva. En el
tiempo ¢ la particula se encuentra en A con la velocidad ® y aceleracién a.
Considerando que la aceleracién @ esta dirigida hacia el lado céncavo de la tra-
yectoria, podemos descomponerla en una componente tangencial @7 — paralela
a la tangente AT y llamada aceleracion langencial — y una componente normal
an — paralela a la normal AN y denominada aceleracion normal. Cada una de
estas componentes tiene un significado fisico bien definido. Cuando la particula
se mueve, la magnitud de la velocidad puede cambiar, y este cambio est4 rela-
cionado con la aceleracién tangencial. También la direccién de la velocidad cambia
y este cambio esta relacionado con la aceleracién normal. Esto es:

Cambio en magnitud de la velocidad: aceleracion tangencial.
Cambio en la direccion de la velocidad: aceleracion normal.

Tracemos en A (Fig. 5-18) un vector unitario #7 tangente a la curva. La velo-
cidad, de acuerdo a la ec, (5.23), esta expresada como » = u7v. Asi la acelera-
cién sera

_dv _ d _dv | dug
&= = q @) =vur+ v

Si la trayectoria fuera una recta, el vector ur seria constante en magnitud y
direccién y dur/dt = 0. Pero cuando la trayectoria es curva, la direccion de wur
varia a lo largo de la curva, dando un valor diferente de cero para duy/dl. Para
proseguir debemos calcular dur/dl. Introduzcamos el vector unitario u,, normal
a la curva y dirigido hacia el lado céncavo. Sea ¢ el 4ngulo que hace la tengente a
la curva en A con el eje X, podemos escribir, usando la ec. (3.9),

UT = U, COS ¢ + U, Sen ¢,
UN = U COS (¢ + %) + u, sen (qS + %)

= —u, sen ¢ 4 wu, cos 4.
Asi
dé

=—U, sen:ﬁ—&at— + u, cos ¢

d‘ur
di

Esto indica que dur/df es normal a la curva. Ahora

d$ _ dp ds _ dp

dt ds di ds

d¢ _ d¢
at T W

donde ds = AA’ es el pequeito arco a lo largo del cual se mueve la particula en
el tiempo df. Las normales a la curva en A y A’ se intersectan en el punto C,
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llamado el ceniro de curvatura. Denominando p = CA al radio de curvalura y
asando la ec. (2.4), podemos escribir ds = p d$ o dp/ds = 1/p. Asi dé/dt =v[p y

duT v
= Uy —. 5.42
dit N p ( )

Introduciendo este resultado en la expresion de dv/di, obtenemos finalmente

d v
a _—_'uT-d—': + uN7- (5‘43)

El primer término [ug{(dv/dl)] es un vector tangente a la curva, y es propor-
cional al cambio con respecto al tiempo de la magnitud de la velocidad; corres-
ponde a la aceleracién tangencial @r. El segundo término [un(v?/p)] es un vector
normal a la curva, y corresponde a la aceleracion normal ay. Esta asociado con
el cambio en la direccién ya que corresponde a durz/di. Con respecto a las mag-
nitudes, podemos escribir

dv ?
a = —, _ 5.44
T T an P ( )
La magnitud de la aceleracion del punto A es entonces

a =} &+ a§ =V (@v/dl} + (*/p®).

Si el movimiento curvilineo es uniforme (esto es, si la magnitud de la velocidad
permanece constante), v = constante, de modo que ar = 0, y no hay aceleracién
tangencial. Por otro lado, si el movimiento es rectilineo (esto es, si la direccién
de la velocidad no cambia), el radio de curvatura es infinite (p = oc), de modo
que ay = 0 y no hay aceleracién normal. Debe sefalarse que los resultados que
hemos obtenido son validos tanto para movimientos en un plano como para
movimientos en el espacio.

EJEMPLO 5.9. Un disco D (Fig. 5-19) estd rotando libremente alrededor de su
eje horizontal. Una cuerda estd enrollada alrededor de la circunferencia exterior
del disco, y un cuerpo A, unido a la cuerda, cae bajo la accién de la gravedad. El
movimiento de A es uniformemente acelerado, pero, como se vera en el capitulo 10,
su aceleracién es menor que aquélla debida a la gravedad. Cuando t = 0, la velocidad
del cuerpo A es de 0,04 m s-1, y dos segundos mas tarde A ha caido 0,2 m. Encontrar
las aceleraciones tangencial y normal, en cualquier instante, de un punto cualquiera
del borde del disco.

Solucién: Considerando que el origen de coordenadas se encuentra en la posicién
{ = 0, la ecuacién del movimiento uniformemente acelerado de A es T = vyt + *af
Pero sabemos que v, = 0,04 m s-1. Asf

x = 0,04f + 1af® m.
Cont =2 s, debemos tener x = 0,2 m. Asi a = 0,06 m s Esto es

x = 0,04f + 0,032 m.
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(a) | C(b)

Fig. 5-19. La fotografia de destello multiple en (b) muestra que la masa cae con
movimiento uniformemente acelerado. (Verificar esto tomando medidas de la foto-

grafia).

Por consiguiente, la velocidad de A es

p — ‘;—“; ~ 0,04 + 0,06/ m s-L.

Esta ecuacion da también la velocidad de cualquier punto B situado sobre el borde
del disco. La aceleracién tangencial de B es por lo tanto igual que la aceleracién de A,

- -
ar = -~ - =006 m s,

mientras que, como p = 0,1 m, la aceleracién normal de B es

(0,04 + 0,060

= 0,016 + 0,048f + 0,036 m s-2.
p 0,1

anNn =

La aceleracién total del punto B es asi a = | o% + a.

5.9 Movimiento circular: velocidad angular

Consideremos ahora el caso especial en el cual la trayectoria es un circulo; esto
es, movimienfo circular. La velocidad », siendo tangente al circulo, es perpen-
dicular al radio R = CA. Cuando medimos distancias a lo largo de la circun-
ferencia del circulo a partir de O, tenemos, de la Fig. 5-20, que s = R®, de acuerdo
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a la ec. (2.5). Por consiguiente, aplicando la ec. (5.23) y considerando el hecho
de que R permanece constante, obtenemos

ds do6
b= =R—_. (5.45)
La cantidad
© = _d&‘tl (5.46)

se denomina velocidad angular, y es igual a la variacion del 4ngulo descrito en
la unidad de tiempo. Se expresa en radianes por segundo, rad s, o simplemente

s-1. Luego

b = wR. (5.47)

X

Fig. 5-20. Movimiento circular. Fig. 5-21. Relacién vectorial entre la
velocidad angular, la velocidad lineal
y el vector de posicién en el movi-
miento circular.

La velocidad angular puede expresarse como una cantidad vectorial cuya direc-
cién es perpendicular al plano del movimiento en el sentido de avance de un
torrillo de rosca derecha girado en el mismo sentido en que se mueve la par-
ticula (Fig. 5-21). De la figura vemos que R = r sen vy que @ = u, (d6{dt); por
lo tanto podemos escribir, en lugar de la ec. (5.47),

v = or sen v,

indicando que la siguiente relacion vectorial se cumple, tanto en magnitud como
en direccion. _
Ww=axr (5-48)

N.f)tese que esto es valido solamente para movimiento circular o rotacional (mo-
Vimiento con r y y constantes).
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De interés especial es el caso de movimienio circular uniforme; esto es, movi-
miento en el que o = constante. En este caso, el movimiento es periédico y la
particula pasa por cada punto del circulo a intervalos iguales de tiempo. El pe-
rlodo P es el tiempo requerido para realizar una vuelta completa o revolucién,
y la frecuencia es el nimero de revoluciones por unidad de tiempo. Asi si en el
tiempo { la particula realiza n revoluciones, el periodo es P = {/n y la frecuencia
es v = nfl. Ambas cantidades estdn entonces relacionadas por la siguiente expre-
sién, que usaremos a menudo,

1
—_ — 5-49
=73 (5.49)

Cuando el periodo se expresa en segundos, la frecuencia debe expresarse en (se-
gundos)-! o s-1, unidad denominada heriz, abreviada Hz. El término usual
es revoluciones por segundo (rps) en lugar de s-! o Hz. La unidad fue llamada
hertz en honor del fisico aleman H. R. Hertz (1857-1894), quien fue el primero
en demostrar experimentalmente la existencia de ondas electromagnéticas. Al-
gunas veces la frecuencia de un movimiento se expresa en revoluciones por mi-
nuto (rpm), o equivalentemente en (minutos)-l. Obviamente 1 min-! = o HZ.

Los conceptos de periodo y frecuencia son aplicables a todos los procesos pe-
riédicos que ocurren en forma ciclica; esto es, aquellos procesos que se repiten
después de completar cada ciclo. Por ejemplo, el movimiento de la tierra alrede-
dor del sol no es ni circular ni uniforme, pero es periédico. Es un movimiento
que se repite cada vez que la tierra completa una orbita. El perfodo es el tiempo
requerido para completar un ciclo, y la frecuencia es el namero de ciclos por
segundo, correspondiendo un hertz a un ciclo por segundo.

Si « es constante, tenemos, integrando la ec. (5.46),

L t t
d0=f odl = | d 6 6 = 6, + w(l — fy).
%0 fo fo

El estudiante debe comparar esta relacién, la cual es valida para el movimiento
circular uniforme, con la expresién comparable del movimiento rectilineo uni-
forme obtenido en el ejemplo 5.2, Usualmente se adopta 6, =0 y ¢, = 0, dando

o=of 6 = (5.50)
Para una revolucién completa, { = P y 8 = 2=, resultando
o = % = 2. (5.51)

EJEMPLO 5.10. Encontrar la velocidad angular de la tierra con respecto a su eje.

Solucion: El primer impulse del estudiante seria naturalmente usar la ec. (5.51),
con @ = 2rn/P, escribiendo para el perfodo P el valor de 8,640 x 10* s, correspon-
diente a un dia solar medio. Sin embargo, si operaramos de esta manera, el resultado
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serfa incorrecto, Veamos la Fig. 5-22 (no dibujada a escala) y consideremos un punto P.
Cuando la tierra ha completado una revolucién con respecto a su eje polar, lo cual
se denomina dia sideral, se encontrara en E’, debido a su movimiento de traslacién,
y el punto estard en P’. Pero para completar un dia, la tierra tiene afiin que girar
a través del angulo y hasta que el punto se encuentre en P”, dando cara nueva-
mente al sol. El perfodo de revolucién de la tierra (dia sideral) es entonces ligera-
mente menor que 8,640 x 10*s. Su valor medido es

|
P = 8,616 + 10*s, !

o airededor de 240 s menor que el dia solar medio. La
velocidad angular de la tierra es entonces

w = %" — 7,292 x 10-% rad s,

Es relativamente simple estimar esta diferencia de
240 s. La tierra cubre su 6rbita completa alrededor
del sol en 365 dias, lo cual significa que el angulo v
correspondiente a un dia es ligeramente menor que 1°
6 0,01745 radianes. El tiempo necesario para recorrer
este angulo con la velocidad angular dada lineas
arriba, es, por la ec. (5.50),

1,745 x 10-% rad

7992 x 10-* rad s-! = 239 s, Fig. 5-22, Dia Sideral.

t=2 -
(O]

valor que esta en excelente acuerdo con nuestro resultado previo.

5.10 Movimiento circular: aceleracién angular

Cuando la velocidad angular de una particula cambia con el tiempo, la aceleracion
angular estd definida por el vector

do

= 5.52

g7 (.52)
Como el movimiento circular es en un plano, la direccién de @ permanece inva-
riable, y la relacién (ec. 5.52) también se cumple para las magnitudes de las can-
tidades involucradas. Esto es,

dw dz0

== (5.53)

Cuando la aceleracién angular es constante (esto es, cuando el movimiento circu-
lar es uniformemente acelerado), tenemos, integrando la ec. (5.53),

[N t t
J‘ do)-—-J‘ udl=a.J- dt
w0 o 1o

o = og + ot — 1), (5.54)
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donde w, es el valor de « para el tiempo 4, Sustituyendo la ec. (5.54) en la ec. (5.46),
obtenemos d0/df = w, + «(f — {,), e integrando nuevamente,

6 t t
f de=f coodi—}-mf (t — &) di,
0o tp fo

8 = 0, + oyl — &) + Fat — £)2 (5.55)

Esto da la posicién angular para cualquier tiempo.
En el caso particular de movimiento uniforme, encontramos combinando las
ecs. (9.43) y (5.47) con la ec. (5.53), que la aceleracién tangencial (o transversal) es

ar=2 _gde _p® _ o (5.56)

dt di df?

de modo que

P=wXr

0,
T
Fig. 5-23. Aceleraciones Figura 5-24

tangencial y normal en el
movimiento circular.

y que la aceleraciéon normal (o centripeta) es

v
ay = =R, 6.57)

Las componentes tangencial y normal de la aceleracién en el movimiento circular
se ilustran en la Fig. 5-23.

Noétese que en el movimiento circular uniforme (aceleracién angular nula,
« ={), no hay aceleraciéon tangencial, pero si aceleracion normal o centripeta
debido al cambio de direccion de la velocidad.

En este caso de movimiento circular uniforme podemos calcular la aceleracién
directamente usando la ec. (5.48). Luego, como o es constante,

a="2 0 _uxo, (5.58)
di di
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ya que dr/dl = ». Usando la ec. (5.48) nuevamente, podemos escribir la acelera-
cion en la forma alterna

a=ox(ox 1. (5.59)

Como el movimiento circular es uniforme, la aceleracion dada por la ec. (5.58)
o (5.59) debe ser la aceleracion cetripeta. Esto puede verificarse facilmente. Refi-
riéendose a la Fig. 5-24, vemos que el vector o x © sefiala hacia el centro del
circulo, y su magnitud es |@ x ¥| = wv = «?R, ya que @ y © son perpendicu-
lares y ¥ = wR. Este valor coincide con nuestro resultado previo (5.57).

EJEMPLO 5.11. La tierra rota uniformemente con respecto a su eje con una velo-
cidad angular o = 7,292 x 10-% s-1. Encontrar, en funcién de la latitud, la velocidad
y la aceleracién de un punto sobre la superficie terrestre.

Solucién: Debido al movimiento rotacional de la tierra, todos los puntos sebre su
superficie se mueven con movimiento circular uniforme. La latitud del punto A
(Fig. 5-25) se define como el angulo X que el ra-
dio r = CA forma con el radio CD situado en
el ecuador. Cuando la tierra gira alrededor del
eje NS, un punto tal como A describe un circulo
de centro B y radio R = AB tal que

R = rcosa,

La velocidad de un punto sobre la superficie de
la tierra es tangente al circulo, y es por tanto
paralela al ecuador. Su magnitud, por la ec.
(5.47) es

? = oR = wrcos A Ecuador
La aceleracién a es centripeta porque el movi-

miento es uniforme, y esta dirigida hacia B. Su
magnitud, por la ec. (5.57), es

a = 'R = ulrcos A (5.60)
Fig. 5-256. Velocidad y acelera-
Introduciendo los valores de la velocidad angu- c¢ién de un punto sobre la tierra.
lar (0 = 7,292 x 10-® s-%) y el radio de la tie-
rra {r = 6,35 x 10°® m), tenemos

p = 459 cos A m s},
Y la aceleracién es
a = 3,34 x 10-*cos A m s~ (5.61)

El valor maximo de v ocurre en el ecuador, para el cual » = 459 m s-! 6 1652 km hr-!
0 cerca de 1030 mi hr-!. Nosotros no sentimos los efectos de esta velocidad tan
grande, porque siempre hemos estado moviéndonos a dicha velocidad y nuestros
cuerpos y sentidos se han acostumbrado a ella. Pero notarfamos inmediatamente un
cambio en ella. Similarmente, el maximo valor de 1a aceleracién es 3,34 X 10-*m s-3,
el cual es alrededor del 0,3 % de la aceleracién debida a la gravedad.
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5.11 Movimiento curvilineo general en un plano

Considerar la Fig. 5.26, en la cual una particula describe una trayectoria curvi-
linea en un plano. Cuando se encuentra en A4, su velocidad esta dada por v =
dr/df. Usando los vectores unitarios u, (pa-
ralelo a 7) y ue (perpendicular a ), pode-
mos escribir r = u.r. Por consiguiente

dr d dr du,
P =— = -—{u = H, —
(u.r) rdt + di

[ dl
(5.62)

r.

Ahora, usando las componentes rectangula-

res de los vectores unitarios,
[27:]

Ur = U, Ccos 0 J- U, sen 0

O %3 X y
Uy = — Ugsen O + wu,cos O,
Figura 5-26
vemos que
du, de de do
= — Uy sen 6 —— U, Co8 0 — = Uy —,
di * a T a - M

y por consigg_iente podemos escribir la velocidad de la particula como

[T )

\ dr B de
v=u — r—, .
L SR (5.63)
La primera parte d-;“égfg ecuacion [u,.(dr/dt)] es un vector paralelo a r y se llama
la velocidad radial; es debida al cambio en la distancia r de la particula del punto O.
La segunda parte [uer(d6/df)] es un vector perpendicular a ry es debido al cambio
en la direccion de 7, o la rotaciéon de la particula alrededor de O; se denomina

la velocidad iransversal. Esto es

i LR T R

{ P :
f o= | ;u,=r%’_s,=mr, (5.64)

,_..f?_‘ J o !

- 'r',,. -

ya que « = d6/df es la velocidad angular en este caso. En el movimiento circular
no hay velocidad radial porque el radio es constante; esto es, dr/df = 0. La velo-
cidad es enteramente transversal, como podemos ver comparando la ec. (5.45)
con la segunda relaciéon en la ec. (5.64).
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Problemas

5.1 Un electrén incide sobre una pan-
talla de televisién con una velocidad de
3 x 10* m s-'. Suponiendo gue ha sido
acelerado desde el reposo a través de
una distancia de 0,04 m, encontrar su
aceleraciéon promedio.

5.2 Un cuerpo se mueve con una velo-
cidad inicial de 3 m s-!, y una acelera-
cién constante de 4 m s-? en la misma
direccién que la de la velocidad. ¢Cudl
es la velocidad del cuerpo y la distancia
recorrida al final de 7 s? Resolver el
mismo problema para un cuerpo cuya
aceleracidn tiene direccién opuesta de la
velocidad. Escribir la expresién del des-
Plazamiento en funcién del tiempo.

5.3 Un aeoroplano, al partir, recorre
6_00 m, en 15 s, Suponiendo una acelera-
cién constante calcular la velocidad de

P_artida. Calcular también la acelera-
cién en m s-3.

3.4 Un automévil, que parte del re-
Poso, alcanza una velocidad de 60 km

~ en 15 s. (a) Calcular la aceleracién
Promedio en m min-% y la distancia
Tecorrida. (b) Suponiendo que la acele-
racién es constante, jcuantos segundos

mads le tomarad al auto para alcanzar los
80 km hr-'? ;Cual ha sido la distancia
total recorrida?

5.5 Un auto parte del reposo y se
desplaza con una aceleracién de 1 m s—?
durante 1 s. Luego se apaga el motor
y el auto desacelera debido a la friccidn,
durante 10 s a un promedio de 5 cm s-%.
Entonces se aplican los frenos y el auto
se detiene en 5 segundos mas. Calcular
la distancia total recorrida por el auto.
Hacer un grifico de =, v y a contra &

5.6 Un cuerpo que se mueve con mo-
vimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado viaja 55 pies en 2 s, Durante los
préximos 2 s, cubre 77 pies. Calcular la
velocidad inicial del cuerpo y su acele-
racién. ;Qué distancia recorrera en los
préoximos 4 s?

5.7 Un auto viaja a lo largo de la linea
0X con movimiento uniformemente ace-
lerado. En los tiempos {, y {4, sus posi-
ciones son x, y z,, respectivamente. De-
mostrar que su aceleracion es a = 2

(xgt, — 2y ty) /G E(L, — &),
5.8 Un auto parte del reposo y se
mueve con una aceleracién de 4 m s-*
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y viaja durante 4 s. Durante los proé-
ximos 10 s se mueve con movimiento
uniforme. Se aplican luego los frenos
y el auto desacelera a razén de 8 m s-2
hasta que se detiene. Hacer un grafico
de la velocidad contra el tiempo y de-
mostrar que el area comprendida entre
la curva y el eje del tiempo mide la
distancia total recorrida.

5.9 Un auto estia esperando que cam-
bie la luz roja. Cuande la luz cambia
a verde, el auto acelera uniformemente
durante 6 s a razén de 2 m s-2, después
de lo cual se mueve con velocidad cons-
tante. En el instante que el auto co-
mienza a moverse, un camién que se
mueve en la misma direccién con mo-
vimiento uniforme de 10 m s-!, lo pasa.
(En qué tiempo, y a qué distancia se
encontrardn nuevamente el auto y el
camion?

5.10 Un automdvil se esta moviendo
a una velocidad de 45 km hr-! cuando
una luz roja se enciende en una inter-
seccidbn. Si el tiempo de reaccién del
conductor es de 0,7 s, ¥ el auto desace-
lera a razén de 7 m s-? tan pronto el
conductor aplica los frenos, calcular qué
distancia recorrerda el auto desde el
instante en que el conductor nota la
luz roja hasta que el auto se detiene.
“Tiempo de reaccién” es el intervalo
entre el tiempo en que el conductor
nota la luz y el tiempo que aplica los
frenos.

.9.11 Deos autos, A y B, estan viajando
en la misma direccién con velocidades
pa y v, respectivamente. Cuando el
auto A se encuentra a una distancia d
detras del auto B, se aplican los frenos
de A, causando una desaceleracién a.
Demostrar que a fin de que haya un
choque entre A y B, es necesario que

Va— U8 > V2Ef_.

5.12 Dos autos, A y B, se mueven
en la misma direccién. Cuando ¢ = 0,
sus velocidades respectivas son 1 pie s-2
y 3 pies s-1, y sus respectivas acelera-
ciones son 2 pies s~ y 1 pie s-2. Si el
auto A se encuentra 1,5 pies delante del
auto B cuando t = 0, calcular cuando
se encontraran lado a lado.

5.13 Un cuerpo se estd moviendo
a lo largo de una recta de acuerdo a la

ley x = 16t — 62, donde x se mide en
metros y ¢ en segundos. (a) Encontra:
la posicion del cuerpo cuando { = 1 s,
(b) ¢Para qué tiempos el cuerpo pasa
por el origen? (¢) Calcular la velocidad
promedio para el intervalo de tiempc
0 <t <« 2 s, (d) Encontrar la expresidén
general de la velocidad promedio en
el intervalo f, <t < (f, + Al). (e) Calcu-
lar la velocidad en cualquier instante.
() Calcular la velocidad instantanea
para t = 0. (g) (Para qué tiempos y po-
siciones estara el cuerpo estacionario?
(h) Encontrar la expresién general de la
aceleraciéon promedio para el intervalo
de.tiempo , < { < (¢, + Af). (i) Encon-
trar la expresién general de la acelera-
cién instantanea en cualquier instante.
(J) ¢Para qué tiempos es la aceleracién
instantanea cero? (k) Representar en un
conjunto simple de ejes x contra ¢, p
contra f, y a contra {, (1) jPara qué
tiempo(s) el movimiento es acelerado
y para qué tiempo(s) es retardado?

5.14 Un cuerpo se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo a la ley v = B +-
+ 48 + 2. Si x =4 pies cuando {=2 s,
encontrar el valor de x cuando { = 3 s.
Encontrar también su aceleracion.

5.15 La aceleracién de un cuerpo que
se mueve a lo largo de una linea recta
esta dada por a = 4 — £, donde a se
da en m s—2 y { en segundos. Encontrar
las expresiones de la velocidad y el des-
plazamiento en funcién del tiempo, su-
poniendo que paraf{ =35, v =2 m s
yxr=9m,

5.16 Un cuerpo se mueve a lo largo de
una recta. Su aceleracion estd dada por
a = — 2z, donde x estd en pies v a
estd en pies s-2. Encontrar la relacion
entre la velocidad y la distancia, supo-
niendo que cuando x = 0, v = 4 pies s

5.17 La aceleracién de un cuerpo que
se mueve a lo largo de una linea recta
esta dada por a = — Kp?, donde K
es una constante y suponiendo que
cuando { = 0, v = py. Encontrar la velo-
cidad y el desplazamiento en funcién del
tiempo. Encontrar también x en fun-
cién de ¢t y v en funcién de =x.

5.18 Para un cuerpo en movimiento
rectilineo cuya aceleracién estda dada por
a = 32 — 4v (las condiciones iniciales



son £ =0y v =4 cuando t = 0), en-

contrar v en funcién de f, x en funcién
de f, y  en funcién de v.

5.19 La posicién de un cuerpo en mo-
yvimiento en funcién del tiempo se pre-
senta en la Fig. 5-27. Indicar (a) dénde
el movimiento es en la direccién positiva
y negativa de las X. (b) Cuando ¢l mo-
vimiento es acelerado o retardado. (c¢)
Cuando el cuerpo pasa por el origen,
y (d) cuando la velocidad es cero. Hacer
también un esquema de la velocidad y la
aceleracion en funcién del tiempo. Es-
timar del grafico la velocidad promedio
entre (@A)t =1syt=3s,(b)t=1s
ytl=22s,(0)t=1syt=18s.

Fig. 5-27. Aceleracién debida a la rota-
cién de la tierra.

5.20 Una piedra cae desde un globo
que desciende a una velocidad uniforme
de 12 m s-!, Calcular la velocidad y la
distancia recorrida por la piedra después
de 10 s. Resolver el mismo problema
para el caso cuando el globo se eleva
a la misma velocidad.

9.21 Una piedra se lanza verticalmente
hacia arriba con una velocidad de 20 m
$-1. ;Cudndo tendrid una velocidad de
6 ms- y a qué altura se encontrara?

9.22 Se tira una piedra hacia arriba
desde el fondo de un pozo de 88 pies de
Profundidad con una velocidad inicial
de 240 pies s-1. Calcular el tiempo que
demorara la piedra en alcanzar el borde
del pozo, y su velocidad. Discutir las
Tespuestas posibles.

5.23 Un hombre parado en el techo de
un edificio tira una bola verticalmente
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hacia arriba con wuna velocidad de
40 pies s—1. La bola llega al suelo 4,25 s
mas tarde. ;Cudl es la maxima altura
alcanzada por la bola? ;Qué altura tiene
el edificio? ;Con qué velocidad llegara
la bola al suelo?

5.24 Un cuerpo que cae recorre 224 pies
en el altimo segundo de su movimiento.
Suponiendo gque el cuerpo partiéo del
reposo, determinar la altura desde la
cual cayd el cuerpo y qué tiempo le
tomé llegar al suelo.

5.25 Una piedra es lanzada vertical-
mente hacia arriba desde el techo de un
edificio con una velocidad de 29,4 m s-1.
Otra piedra se deja caer 4 s después que
se lanza la primera. Demostrar que la
primera piedra pasara a la segunda
exactamente 4 s después que se solté la
segunda.

5.26 Un cuerpo se deja caer y simul-
taneamente un segundo cuerpo, se tira
hacia abajo con una velocidad inicial
de 100 cm s-1. ;Cuando sera la distancia
entre ellos de 18 m?

5.27 Se tiran dos cuerpos verticalmente
hacia arriba, con la misma velocidad
de salida de 100 m s-1, pero separados 4s,
{Qué tiempo transcurrira desde que se
lanzé el primero para que se vuelvan
a encontrar?

5.28 Un cuerpo cae libremente. Demos-
trar que la distancia que recorre durante
el enésimo segundo es (n — 4)g.

Se deja caer una piedra desde lo
alto de un edificio. El sonido de la piedra
al chocar con el suelo se escucha 6,5 s
mas tarde. Si la velocidad del sonido
es de 1120 pies s-!, calcular la altura
del edificio.

5.30 Calcular la velocidad angular de
un disco que gira'con movimiento uni-
forme 13,2 radianes cada 6 segundos.
Calcular también el periodo y la fre-
cuencia de rotacién.

531 ;Qué tiempo le tomara al disco
del problema anterior (a) girar un 4ngulo
de 780°, y (b) dar 12 revoluciones?

5.32 Calcular la velocidad angular de
las tres manecillas de un reloj.

5.33 Calcular la velocidad angular, la
velocidad lineal, y la aceleracién cen-
tripeta de la luna, derivando su res-
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puesta del hecho que la luna realiza
una revolucién completa en 28 dias y que

la distancia promedio de la tierra a la
luna es de 38,4 x 10* km.

5.34 Encontrar (a) la magnitud de la
velocidad y (b) la aceleracién centripeta
de Ia tierra en su movimiento alrededor
del sol. El radio de la 6rbita terrestre
es de 1,43 X 10" m y su perfodo de
revolucion es de 3,16 x 107 s, :

59.35 Encontrar la magnitud de la velo-
cidad y la aceleracién centripeta del sol
en su movimiento a través de la Via
Lactea. El radio de la érbita del sol es
de 2,4 x 10*®* m y su periodo de revo-
lucién es de 6,3 x 10 s,

536 Una volante cuyo diametro es de
3 m esta girando a 120 rpm. Calcular:
(a) su frecuencia, (b) el periodo, (¢) la
velocidad angular, y (d) la velocidad
lineal de un punto sobre su borde.

9.37 La velocidad angular de un vo-
lante aumenta uniformemente de 20 rad
s-1 a 30 rad s-! en-5 s. Calcular 1a ace-
leracién angular y el angulo total re-
corrido.

5.38 Un volante cuyo diametro es de
8 pies tiene una velocidad angular que
disminuye uniformemente de 100 rpm
en ! =0, hasta detenerse cuando { = 4 s.
Calcular las aceleraciones tangencial y
normal de un punto situado sobre el
borde del volante cuando ¢ = 2 s.

5.39 Sobre un electrén cuya velocidad
es de 4,0 x 10°* m s! actiia un campo
magnético que lo obliga a describir una
trayectoria circular de 3,0 m. Encon-
trar su aceleracién centripeta.

5.40 Un cuerpo, inicialmente en reposo
(0 =0y o = 0 cuando t = 0) es acele-
rado en una trayectoria circular de
1,3 m de radio de acuerdo a la ecuacién
o = 120f* — 487 + 16. Encontrar la po-
sicién angular y la velocidad angular del
cuerpo en funcién del tiempo, y las
componentes tangencial y centripeta de
su aceleracién.

5.41 Un punto se mueve en un circulo
de acuerdo a la ley s = # + 28, donde
s se mide en pies a lo largo del circulo y £
en segundos. Si la aceleracién total del
punto es 16})2 pies s-? cuando f = 25,
calcular el radio del circulo.

5.42 Una particuala se estd moviendc
en un cfrculo de acuerdo a la ley 6 =
= 3f + 2t donde 6 se mide en radianes
y t en segundos. Calcular la velocidad
angular y la aceleracién angular des-
pués de 4 s.

5.43 Una rueda parte del reposo y ace-
lera de tal manera que su velocidad an-
gular aumenta uniformemente a 200 rpm
en 6 s. Después de haber estado giranda
por algan tiempo a esta velocidad, se
aplican los frenos y la rueda toma 5 min
en detenerse. Si el nimero total de
revoluciones de la rueda es de 3100,
calcular el tiempo total de rotacién.

g,
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Figura 5-28

5.44 La barra BC de la Fig. 5-28 estd
oscilando debido a la accién de la barra
AD. El punto A esta unido al borde de
un volante cuyo diametro es de 9 pul-
gadas y el cual esta girando a una velo-
cidad angular de 60 rpm y a una ace-
leracién angular de 6 rad s-%. Calcular
(a) la velocidad lineal en el punto D,
(b) la velocidad angular de BC, (c) las
aceleraciones tangencial y normal del
punto C, (d) la aceleracién angular de
BC, (e) la aceleracién tangencial en D.

5.45 Un volante de 4 pies de radio estéd
girando con respecto a un eje horizontal
mediante una cuerda enrollada en su
borde y con un peso en su extremo. Si
la distancia vertical recorrida por el
peso esta dada por la ecuacién x = 408,
donde r se mide en pies y { en segundos,
calcular la velocidad angular y la acele-
racién angular del volante en cualquier
instante.



5.46 La posicion angular de una par-
ticula que se mueve a lo largo de la cir-
cunferencia de un circulo de 5 pies de
radio esta dada por la expresién 6 = 38,
donde 0 se da en radianes y { en segun-
dos. Calcular las aceleraciones tangen-
cial, normal, y total de la particula

cuando t = 0,5 s.

Figura 5-29

5.47 La rueda A (Fig. 5-29) cuyo radio
tiene 30 ecm parte del reposo y aumenta
su velocidad angular uniformemente a
razén de 0,4n rad s-*. La rueda trans-
mite su movimiento a la rueda B me-
diante la correa C. Obtener una relacién
entre las aceleraciones angulares y los
radios de las dos ruedas. Encontrar el
tiempo necesario para que la rueda B
alcance una velocidad angular de 300 rp
minuto.

5.48 Una bola se estd moviendo hacia
el norte a 300 cm s—! cuando se le aplica
una fuerza durante 40 s, dando lugar
a una aceleracién hacia el este de 10 cm
s-Y, después de lo cual se quita la fuerza.
Determinar (a) la magnitud y direccién
de la velocidad final de la bola, (b) la
ecuacién de su trayectoria, (c) su distan-
cia del punto de partida, (d) su desplaza-
miento del punto de partida.

9.49 Un tren se estd moviendo a 72 km
hr-! cuando una linterna que esta col-
gando en el extremo del tremr a 4,9 m
sobre el piso, se suelta. Calcular la dis-
tancia recorrida por el tren en el tiempo
que demora la lAmpara en caer al suelo.
tDénde cae la lampara con respecto
al tren y a los rieles? ;Cual es la tra-

Yectoria relativa al tren y cuél a los
ieles ?

9.50 Un auto estd viajando en una
Curva plana tal que sus coordenadas
rectangulares, en funcién del tiempo,
estan dadas por x = 2£f —38, y =
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= f#— 2t + 1. Suponiendo que { esta
dado en segundos y las coordenadas en
metros, calcular (a) la posicién del auto
cuando ¢t =1 s, (b) las componentes
rectangulares de la velocidad en cual-
quier instante, (c) las componentes rec-
tangulares de la velocidad cuando { = 135,
(d) la velocidad en cualquier instante,
(¢) la velocidad cuando { =0 s, (f) el
(los) tiempo(s) cuando la velocidad es
cero, (g) las componentes rectangulares
de la aceleracién en cualquier instante,
(h) las componentes rectangulares de la
aceleracién cuando t = 1 s, (i) la acele-
racién en cualquier instante, (j) la ace-
leracién cuando ¢t =0 s, (k) el (los)
tiempo(s) cuando la aceleracién es para-
lela al eje Y.

551 Un jugador de beisbol golpea la
bola de modo que adquiere una veloci-
dad de 48 pies s-! en un angulo de 30°
sobre la horizontal. Un segundo jugador,
parado a 100 pies del bateador y en el
mismo plano de la trayectoria de la
bola, comienza a correr en el mismo
instante en que el primero golpea la
bola. Calcular su velocidad minima si
¢l puede alcanzarla a 8 pies sobre el
suelo y considerando que la bola se en-
contraba a 3 pies de altura cuando reci-
bi6 el golpe. ;Qué distancia tuvo que
correr el segundo jugador?

5.52 Las coordenadas de una particula
en movimiento estan dadas por x = 8,
y = ({— 1)%. Encontrar su velocidad
promedio y aceleracién en el intervalo
de tiempo entre { y { 4+ Af. Aplicar los
resultados para el caso cuando { =2 s
y At = 1 s y comparar con los valores
de la velocidad y aceleracién parat = 2 s,
Representar todos los vectores que inter-
vienen.

5.53 La posicién de una particula en el
tiempo { estd dada por x = A sen of.
Encontrar su velocidad y aceleracion
en funcién de { y de x.

5.54 Un punto se estd moviendo con
velocidad constante de 3 pies s—!. La
velocidad tiene una direccion tal que
hace un angulo de (x/2)¢ radianes con el
eje positivo de las X. Si x=y =20
cuando ¢t = 0, encontrar la ecuacién de
la trayectoria de la particula.

5.55 Las coordenadas de un cuerpo
en movimiento son x = B, y = ({ — 1)~
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(a) Encontrar la ecuacién Cartesiana de
la trayectoria. (Ayuda: Eliminar { de las
ecuaciones.) (b) Representar la trayec-
toria. (¢} jCuando se tiene la velocidad
minima? (d) Encontrar las coordenadas
cuando la velocidad es 10 pies s—1. (e)
Calcular las aceleraciones tangencial y
normal en cualquier instante, (f) Calcu-
lar las aceleraciones tangencial y normal
cuando { =1 s.

9.56 Una particula se esta moviendo
a lo largo de una paribola y = z? de
modo que en cualquier instante v; =
= 3 pies s-1, Caleular la magnitud y la
direccion de la velocidad y la acelera-
ciébn de la particula en el punto z —
= % pie,

5.57 Las coordenadas de un cuerpo en
movimiento son r = 2sen wf, y = 2 cos
wl. (a) Encontrar la ecuacién Cartesiana
de la trayectoria. (b) Calcular el valor
de la velocidad en cualquier instante.
(¢) Calcular las componentes tangencial
y normal de la aceleracién en cualquier
instante. Identificar el tipo de movi-
miento descrito por las ecuaciones ex-
puestas,

9.08 Si las coordenadas de un cuerpo
en movimiento son x = af, y = b sen at,
demostrar que el valor de la aceleracién
es proporcional a la distancia, entre el
cuerpo y el eje X. Hacer un grafico de la
trayectoria.

5.59 Un punto se mueve en el plano
XY de tal manera que v: = 488 + 44,
by = 41. Si la posicion del punto es
(1, 2) cuando { = 0, encontrar la ecua-
cion Cartesiana de la trayectoria.

5.60 Una particula se mueve en el plano
XY de acuerdo a la ley ar = — 4 sen t,
ay=3cosi. Si cuando t =0, =0
y =3, vz = 4, vy = 0: Encontrar (a) la
ecuacion de la trayectoria y (b) calcular
el valor de la velocidad cuando f =n/4 s.

9.61 Un proyectil es disparado con
una velocidad de 600 m s-! haciendo un
angulo de 60° con la horizontal. Calcular
(a) el alcance horizontal, (b) la altura
maxima, (c¢) la velocidad y altura des-
pués de 30 s, (d) 1a velocidad y el tiempo
cuando el proyectil se encuentra a 10 km
de altura,

5,62 Un avién bombardero esta vo-
lando horizontalmente a una altura de

1,2 km con una velocidad de 180 km
hr-1, (a) ;Cudnto tiempe antes de que el
avion esté sobre el blanco debe dejar
caer la bomba? (b) ;Cuail es la velocidad
de la bomba al llegar al suelo? (¢) ;Cual
es la velocidad de la bomba 10 s des-
pués de soltarla? (d) ;Cuadl es la veloci-
dad de la bomba cuando se encuentra
a 200 m de altura y cuando llega al
suelo? (e) ;Cual es el angulo que forma
con el eje horizontal la velocidad de la
bomba al caer al suelo? (f) ;Cual es
la distancia horizontal cubierta por la
bomba?

2.63 TUn proyectil es disparado ha-
ciendo un angulo de 35°. Llega al suelo

A una distancia de 4 km del cafién.

Calcular (a) la velocidad inicial, (b) el
tiempo de vuelo, (¢) la maxima altura,
(d) 1a velocidad en el punto de maxima
altura.

9.64 Un caiién esta situado en lo alto
de un arrecife a una altura de 400 pies.
Dispara un proyectil con una velocidad
de 786 pies s—! haciendo un angulo de
30° sobre la horizontal. Calcular el al-
cance (distancia horizontal desde la base
del arrecife) del cafién. Si un auto se
dirige directamente al arrecife a una
velocidad de 60 mi hr-! a lo largo de un
camino horizontal, ja qué distancia debe
estar el auto del arrecife para sentir el
impacto del proyectil? Repetir ¢l pro-
blema para un disparo bajo la horizontal.
Repetir el problema cuando el auto se
aleja del arrecife,

5.65 Un cafén estda colocado en la
base de un cerro cuya pendiente hace
un angulo ¢ con la horizontal. Si el
cafidn hace un angulo « con la horizon-
tal y dispara un proyectil con velocidad
Dy, encontrar la distancia, medida a Io
largo del cerro, a la cual caera el pro-
yectil.

5.66 TUn aeroplano esta volando hori-
zontalmente a una altura & con velocidad
v. En el instante que el aeroplano esta
directamente sobre un cainén antiaéreo,
el candn dispara al aeroplano. Calcular
la velocidad minima py, vy el angulo de
apunte « que requiere el proyectil para
darle al aeroplano.

5.67 Una ametralladora dispara una
bala con una velocidad de 650 pies s—1.



Determinar los dngulos bajo los cuales
la bala alcanzara un blanco situado a
450 pies de distancia y 18 pies de alto.

5.68 Encontrar el radio de curvatura
en el punto mas alto de la trayectoria
de un proyectil disparado haciendo un
angulo inicial « con la horizontal.

5.69 Un cazador apunta a una ardilla
que se encuentra en la rama de un arbol.
En el momento que ¢l dispara su rifle
la ardilla se deja caer de la rama. Demos-
trar que la ardilla no debié moverse si
deseaba seguir viviendo.

5.70 Un aeroplano vuela horizontal-
mente a una altura de 1 km y con una
velocidad de 200 km hr-'. Deja caer
una bomba que debe dar en un barco
que viaja en la misma direcciéon a una
velocidad de 20 km hr-. Demostrar que
la bomba debe dejarse caer cuando la
distancia horizontal entre el aeroplano
y el barco es de 715 m. Resolver el
mismo problema para el caso en el cual
el barco se estd moviendo en la direccién
opuesta.

571 Demostrar que para un movi-
miento plano bajo aceleracidn constante
a, se cumple la siguiente relacién:

P = 0+ 2a¢(r — 1)
y
r= v + v} + r,.

5.72 Un disco de radio R rueda con
velocidad constante v, a lo largo de un
plano horizontal. Demostrar que la posi-
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cién de cualquier punto sobre su borde
estd dado por las ecuaciones r = R(wl —
—senowl) e y = R(1 — cos wf), donde
w = Uf/R es la velocidad angular del
disco y ¢ se mide desde el instante en
que el punto se encuentra en contacto
con el plano. Encontrar también las
componentes de la velocidad y la ace-
leracién del punto. .

5.73 Un disco de radio R rueda a lo
largo de un plano horizontal. Demos-
trar que en cada instante la velocidad
de cada punto es perpendicular a la
linea que une el punto con el punto
de contacto del disco y el plano. Si ¢ es
la distancia entre estos puntos, demos-
trar que la magnitud de la velocidad
del punto que se mueve es wp. [Qué
conclusiones obtiene usted de estos resul-
tados?

5.74 Usando el métado explicado en la
seccion 5.11 demostrar que

dug/dlt = — w, d6/dL.

5.75 Demostrar que las componentes
de la aceleracién a lo largo de los vec-
tores unitarios u, y us (Fig. 5-26) son

dsr do \2 dr df
= an (dt)’a“—z a dt t
d*9
T

[Ayuda: Usar la expresién (5.63) de la
velocidad y tomar en cuenta los valores
de du,/dl y duy/df]






