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3.1 Introduccion

Este capitulo servira como una introduccion, o re-
paso, de las ideas esenciales asociadas con una rama
\ de las matemdaticas muy importante para el fisico.
El dlgebra vectorial es. importante porque permite
escribir en una forma conveniente y abreviada algu-
nas expresiones muy complicadas. Por ejemplo, en
dlgebra elemental la ecuacion

3+ 2y =6

0

es una notacion abreviada para todos los posibles
pares de valores z- e y- que satisfagan esta ecua-
cion. Es también posible describir esta misma re-
lacion de otra manera: mostrando un grifico de esta ecuacion como el de la
figura 3-1. Ambos ejemplos son facilmente comprensibles para cualquier estudiante
que haya estudiado 4lgebra y geometria analitica, porque puede comprender la
notacion abreviada. En la misma forma, el 4lgebra vectorial es facilmente com-
prensible, una vez que la notacion abreviada ha sido entendida.

Al finalizar el capitulo se descubrird que la notacion vectorial no es diferente
de la notacién del dlgebra y de la geometria analitica. La mayor diferencia esté
en la interpretacion de esta notaciéon. Una lectura meditada del capitulo acom-
pafiada por una solucion cuidadosa de todos los ejercicios ahorrara al estudiante
muchos momentos dificiles en los capitulos siguientes.

Figura 3-1

3.2 Conceplo de direccion

Cuando tenemos una linea recta, podemos movernos a lo largo de ella en dos
sentidos opuestos, dichos sentidos se distinguen asignando a cada uno de ellos
un signo, positivo o negativo. Una vez que el sentido positivo ha sido determinado,
decimos que la linea estd orientada y la llamamos un eje. Los ejes coordenados
X e Y son lineas orientadas en las cuales los sentidos positivos se han indicado

¥

Y/

0

Fig. 8-2. Ejes coordenados orientados. Fig. 3.3 Direcciones paralelas y antipa-
ralelas.
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en la Fig. 3-2. El sentido positivo se indica usualmente por una flecha. Una
linea orientada define una direccion. Las lineas paralelas orientadas en el mismo
sentido definen la misma direccion (Fig. 3-3a), pero si tienen diferentes orienta-
ciones definen direcciones opuestas (Fig. 3-3b).

Las direcciones en un plano se determinan por un dngulo, que es el dngulo
entre una direccion de referencia y la direccion que deseamos indicar, medido
en direccion contraria al movimiento de las agujas del reloj (Fig. 3-4). Las direc-
ciones opuestas corresponden a los 4ngulos 6 y = + 6 (6 180° 4 ).

En el espacio es necesario usar dos angulos para determinar una direccion.
La seleccion méas frecuente es la usada en la Fig. 3-5. La direccion OA se deter-
mina por:

(i) el 4ngulo 6 (menor que 180°) que 0A
hace con el eje 0Z,

(ii) el 4ngulo ¢ entre el plano AOZ y el
plano X0Z, medido en direccién contra-
ria a la direccion de las agujas del reloj.

B X

Fig. 83-4. En un plano, direcciones opues- Fig. 8-5. Se requieren dos angulos
tas estan definidas por los dngulos 8y = + 8.  para definir una direccién en el espacio.

Dejamos al estudiante como tarea verificar que la direccién opuesta estd de-
terminada por los dngulos = — 0y = + ¢,

3.3 Escalares y veclores

Muchas cantidades fisicas quedan completamente determinadas por su magnitud,
expresada en alguna unidad conveniente. Dichas cantidades se llaman escalares.
Por ejemplo, para especificar el volumen de un cuerpo es necesario solamente
indicar cu4ntos metros o pies cubicos ocupa. Para conocer una temperatura es
suficiente leer un termémetro convenientemente colocado. El tiempo, la masa,
la carga y la energia son también cantidades escalares.

Otras magnitudes fisicas requieren para su completa determinacién, que se
afiada una direccién a su magnitud. Dichas cantidades las llamamos veclores.
El caso mas sencillo es el desplazamiento. El desplazamiento de un cuerpo se
determina por la distancia efectiva que se ha movido y la direccion en la cual
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se ha movido. Por ejemplo, si una particula se desplaza de 0 a A (Fig. 3-6), el
desplazamiento queda determinado por la distancia d =5 y el dngulo 6 ~ 37°.
La velocidad es también una cantidad vectorial, desde que el movimiento se
determina por la rapidez del desplazamiento y la direccion del desplazamiento.
Analogamente la fuerza y la aceleracién son cantidades vectoriales. Otras mag-
nitudes fisicas que son vectores irdn apareciendo en capitulos sucesivos.

Los vectores se representan graficamente por segmentos de una linea recta
que tienen la misma direccion que el vector (indicada por-una flecha) y una lon-
gitud proporcional a la magnitud. En la escritura, un simbolo en tipo grueso

como la ¥ o en tipo delgado con una flecha encima como V, indica un vector
(esto es magnitud mas direcciéon), mientras que V se refiere a la magnitud sola-
mente (algunas veces, sin embargo, la magnitud se indicara por |V]). Un vector
unitario es un vector cuya magnitud es uno. Un vector V paralelo al vector uni-
tario u se puede expresar en la forma

V=uV. (3.1)

El negativo de un vector es otro vector que tiene la misma magnitud pero direc-
¢ion opuesta.

Si dos vectores V' y V' son paralelos entre si, se pueden escribir como V = uV
y V' = uV’, donde el vector unitario es el mismo. De esta manera si x = V|V’
podemos escribir

V=2V.

Reciprocamente, siempre que una ecuaciéon como la precedente valga para dos
vectores V' y V', dichos vectores son paralelos.

3.4 Adicion de veclores

Para comprender la regla de adiciéon de vectores consideraremos primero el caso
de los desplazamientos. Si una particula se desplaza primero de A a B (Fig. 3-7),
lo que se representa por el vector d,, y entonces de B a C, o d,, el resultado es
equivalente a un desplazamiento Ginico de A a C, o d, el que escribimos simbo-
licamente como d = d, + d,. Esta expresion no debe confundirse con d = d, + dy,
que se refiere solamente a las magnitudes y no valen para este caso. El -procedi-
miento se puede generalizar para cualquier clase de vectores, Por consiguiente
decimos que V es la suma de V, y ¥, si es que se obtiene como se indica en la
Fig. 3-8. Podemos también ver en la figura que la suma vectorial es conmuta-
tiva, siendo el resultado el mismo cualquiera que sea el orden en que los vectores
se sumen; esto es una consecuencia directa de la geometria del método. La rela-
cion geomeétrica de la Fig. 3-8 se expresa algebraicamente por

V=V +V,. (3.2)
Para calcular la magnitud de ¥ notamos de la figura 3-9 que (AC)? = (AD)*+(DC)%
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Fig. 3-6. El desplazamiento es una Fig. 3-7. Suma vectorial de dos
cantidad vectorial. desplazamientos.
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Fig. 3-8. La suma de vectores es conmutativa. Figura 3-9

Pero AD = AB + BD = V, 4 V, cos 6 y DC = V, sen 6. Por consiguiente V? =
= (V, + V; cos de 0)® 4+ (V, sen 0)2 = V2 4 V2 4 2V, V, cos 6, 6

V=) V:+ V24 2V,V, cos 6. (3.3)

Para determinar la direccion de V, necesitamos solamente hallar el angulo «.
En la figura vemos que el tridngulo ACD, CD = AC sen «, y que en el tri4n-
gulo BDC, CD = BC sen 6. Por consiguiente V sen « = V, sen 8 6

V Vs,

sen 0 sen a

Andlogamente, BE = V, sen a = V, sen §

Vi Y

sen « sen B

Combinando ambos resultados, obtenemos la relacion simétrica

v = Vl = V2 . (3.4)
sen 6 sen B sen o '
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B 0 o

Figura 3-12 Figura 8-13

Para encontrar el 4ngulo entre € y A, aplicamos la ec. (3.4), que en este caso es
C B
sen y sen 3

de tal modo que

sen 8 = ﬁi’%‘“&- ~ 0,996 y 3 = 85°.
Por consiguiente C es = 4,128 unidades y tiene una direccién que hace un angulo
de 36° 4 85° = + 121° con el eje positivo X.

(b) Para encontrar la diferencia entre dos vectores, debemos saber, justamente
como en la aritmética ordinaria, qué cantidad debe ser substraida de otra. Esto es,
si el vector D esta definido como A — B (Fig. 3-14), entonces B — A es igual a — D.

En esa forma, usando los enunciados de equivalencia de la parte (a) arriba, y de
la ec. (3.6), encontramos la magnitud P = A — B en la forma

D = |36 + 49 — 2(6) (7) cos 144° = 12,31 unidades.

Para encontrar la direccién de D, usamos la ec. (3.4):

Y
D __|—B|_ ‘

sen 36° sena e
e

0, desde que |— B| = B,
B sen 36°

= ——— = 0,334
sen o D
i -
6 a = 19,5° 0 -B

Y asi resulta que D tiene 12,31 unidades de largoy Figura 3-14
hace un 4ngulo de 36° — 19,5° = 16,5° con el eje
positivo X,
Se deja como ejercicio para el estudiante demostrar que — D = B — A tiene
12,31 unidades de largo y hace un angulo de + 196,5° con el eje positivo X.

3.5 Componentes de un vector

Cualquier vector ¥ puede siempre considerarse como la suma de dos (o mas)
Vvectores, siendo el nimero de posibilidades infinito. A cualquier conjunto de vec-
tores que al sumarse den ¥ se les llama las componentes de V.
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Para encontrar ¢l 4ngulo entre C y A, aplicamos la ec. (3.4), que en este caso es
Cc B

sen y sen &

de tal modo que

sen 8 = -BL’(‘JI‘E- = 0,996 y 3 = 85°.
Por consiguiente C es = 4,128 unidades y tiene una direccién que hace un angulo
de 36° 4 85° = + 121° con el eje positivo X.

(b) Para encontrar la diferencia entre dos vectores, debemos saber, justamente
como en la aritmética ordinaria, qué cantidad debe ser substraida de otra. Esto es,
si el vector D esta definido como A — B (Fig. 3-14), entonces B — A es igual a — D,

En esa forma, usando los enunciados de equivalencia de la parte (a) arriba, y de
la ec. (3.6), encontramos la magnitud D = A — B en la forma

D = |/36 + 49 — 2(6) (7) cos 144° — 12,31 unidades.

Para encontrar la direccién de D, usamos la ec. (3.4):

Y
D _ |—8, | )

sen 36° sena ' /,/

0, desde que | — B| = B, .::ECA._-:.”
(]
sen o = Lez?’ﬁ— = 0,334
- Y

6 @« =19,5° 0 -

Yy asf resulta que D tiene 12,31 unidades de largoy Figura 3-14
hace un 4ngulo de 36° — 19,5° = 16,5° con el eje
positivo X.
Se deja como ejercicio para el estudiante demostrar que — D = B — A tiene
12,31 unidades de largo y hace un angulo de 4 196,5° con el eje positivo X,

3.5 Componentes de un vector

Cualquier vector ¥ puede siempre considerarse como la suma de dos (0 mas)
vectores, siendo el numero de posibilidades infinito. A cualquier conjunto de vec-
tores que al sumarse den V se les llama las componentes de V.
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Las componentes mds comunmente usadas son las recfangulares; esto es, el
vector se expresa como la suma de dos vectores mutuamente perpendiculares
(Fig. 3-15). Entonces, como vemos en la figura, ¥V = ¥V, + ¥, con

Ve=Vecosa 'y V,=Vsena. 3.7

Definiendo los vectores u; y u, en las direcciones de los ejes X e Y respec-
tivamente notamos que

V.=0A=uV,, V,=0B=uV,

X
Fig. 8-15. Componentes rectangulares Fig. 3-16. Componentes de un vector
de un vector en un plano. en una direccion determinada.
Por consiguiente tenemos
V=uV:+uV, (3.8)

Esta ecuaciéon expresa un vector en funcién de sus componentes rectangulares
en dos dimensiones. Usando la ecuacién (3.7), podemos también escribir en vez
de la ecuacién (3.8) ¥V = u.V cos « + u,;V sen a = V(u, cos « + u, sen «). Al
comparar este resultado con la ecuacion (3.1), o simplemente al hacer V =1,
llegamos a la conclusién que un vector unitario puede escribirse como

U = Uz COS a + WU, Sen . (3.9

Notemos que las componentes de un vector en una direccién particular son igua-
les a la proyeccién del vector en aquella direccion (Fig. 3-16). Por la figura, vemos
que V) = V cos «. También de la Fig. 3-16, vemos que BC es la componente
de V perpendicular a la direccion AN, y podemos comprobar también que
V, = BC = V sen «. Asi

V=V, + V..

Hay tres componentes rectangulares en el espacio: V., V,, V, (Fig. 3-17). El
estudiante puede verificar en la figura que se calculan de acuerdo a
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—_———— e ——

Fig. 8-17. Componentes rectangulares Fig. 8-18. EIl vector posicién,
de un vector en tres dimensiones.

Vi = V sen 9 cos ¢,
V, = V sen 0 sen ¢, (3.10)
V. =V cos 6,

por tanto, por calculo directo, tenemos que
Vi=VE4 VI V2 (3.11)

Definiendo tres vectores unitarios u,, u,, u, paralelos a los ejes X-, Y-, Z, res-
pectivamente, tenemos

V=uVo + u,V, + u,V,. (3.12)

Notese que si designamos con « y B los dngulos que el vector ¥ hace con los ejes
X- e Y, respectivamente, también tenemos, por similitud con la tercera de las
ecuaciones (3.10), - |

V=V cos qa, V, =V cos 8.

Reemplazando estas dos relaciones y V.=V cos 6 en la ecuacion (3.11), obte-
nemos la relacion

cos® a + cos® B + cos? 6 = 1.

Las cantidades cos o, cos 8, y cos 6 se llaman los cosenos directores de un vector.

Un ejemplo importante de un vector tridimensional es el vector posicion r=0P
de un punto P con coordenadas (z, y, 2). En la Fig. 3-18 vemos que

r=0P = UL + WY + Uz, (3.13)
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El vector posicion relativo de dos puntos P, y P, es r,, = PP, (Fig. 3-19). En
la figura notamos que OP, = OP, + P,P,, de modo que

ra =51;); = 0—152_ 0_};‘1'= r,—h

= Us(Ty — ;) + W (Yo — Yy + Uz, — 7). (3.14)

Notamos que P,P, = PIP;. Deberia observarse que, al aplicar la ecuacién (3.11)
a la ecuacion (3.14), obtenemos la expresion de la geometria analitica para la
distancia entre dos puntos:

ry = @—5)2 + @ — 1)’ + (—2)%

EJEMPLO 3.2. Encontrar la distancia entre los puntos (6, 8, 10) y (— 4, 4, 10).

Solucién: Tracemos un sistema de ejes rectangulares e identifiquemos los dos puntos
(Fig. 3-20). Vemos que ambos puntos estdn en un plano paralelo al plano XY, puesto
que ambos estdn a una distancia (altura) de 10 unidades medidas seg(n la direccién Z.
Por la ec. (3.14), encontramos que el vector =, es

7y = tz(— 4 — 6) + uy{d — 8) + u(10 — 10)
= ur{— 10) + u(— 4) + u(0) = — ws(10) — u,(4).

lz=10
|
Pl (6,8, 10)

X
Figura 8-19 | Figura 3-20

Usando la ec. (3.11), encontramos que la magnitud es

3 =100 4+ 16 = 116 6 r, = 10,77 unidades.

EJEMPLO 3.3. Hallar las componentes del vector de 13 unidades de largo que
forma un 4ngulo 0 de 22,6° con el eje Z, y cuya proyeccién en el plano X'Y forma un
angulo ¢ de 37° con el eje + X (cf. Fig. 3-17). Encontrar también los 4ngulos con los
ejes X e Y.
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Solucion: Usando la Fig. 3-17 para este problema, decimos que

V = 13 unidades, 9 = 22,6°, cos 6 = 0,923,

sen 6 = 0,384, ¢ =37°, cos ¢ = 0,800, sen ¢ = 0,600.
Una simple aplicacién de la ecuacién (3.10) da

Vs = 13(0,384) (0,800) = 4,0 unidades,
Vy = 13(0,384) (0,600) = 3,0 unidades,
Vs = 13(0,923) = 12,0 unidades.

En términos de la ec. (3.12) podemos escribir:
V = u{d) + w(3) + ud12)

Para los dngunios « y B que V forma con los ejes X e Y, tenemos

COS o = ‘:, = 0,308 6 « = 72,1°

cos 3 =l‘?- = 0,231 6 B = 77°.

EJEMPLO 3.4. Expresar la ecuacién de una linea recta paralela al vector V =
= uzA + uyB + w,C y que pasa por el punto P,

Solucién: Designando por r, el vector po-
sicién de P, (Fig. 3.21) y por r el vector
posicién de cualquier punto P en ia Trecta, V

tenemos a partir de la ec. (3.14) que PP =

= r — 1, Pero el vector P P debe ser pa-
ralelo a V, y por consiguiente debemos es-

cribir P,P = AV, donde A es un parametro
ain indeterminado. Entonces

Figura 8-21

es la ecuacién de la linea recta, al variar A, obtenemos los diferentes vectores de
posicién r. Separando la ecuacién en sus componentes rectangulares, tenemos

T — Xy = AA, y— Yo = AB, z,— 2z = AC,

T—I, _ y-yo _ Z— 12,

- - ’

A B C

que es una de las formas usadas en la geometria analitica para expresar una linea recta.

3.6 Adicién de varios vectores

Para sumar varios vectores V,, V,, Vs, ..., extendemos el procedimiento indicado
en la Fig, 3-8 para el caso de dos vectores. El método para tres vectores se mues-
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tra en la Fig. 3-22. Esto es, dibujamos un vector después de otro, indicando la
suma del vector por la linea que va del origen del primero al extremo del ultimo.
Entonces

V=V, + Vo4 Vit (3.15)

No existe una férmula sencilla para expresar V en tér-
minos de V,, V,, Vs, ..., y es mejor utilizar el método
de componentes. Consideremos, por simplicidad, el caso
en que todos los vectores estan en un plano, de tal modo
que solamente tenemos que usar dos componentes.
Entonces

V= (usVye + u,Vyy) + (uzVye + w, V)

Fig. 8-22. Suma de t (UeVae + uyVyy) + ...
varios vectores. =U(Vig + Voz + Vaz + ...)
+ uwy(Vyy + Vo + Vg + ..0)
Por consiguiente
V;c = Vl-’ﬂ + V2:r, + Vax + ... = ZiVix = ZiV,- COS «;, (3.16)
Vo=V 4+ Vo + Vg + ... =V = LV sen o,
donde «; es el 4ngulo que ¥; hace con el semieje positivo X'y V; cos a; y V; sen a;
son los componentes de V; a lo largo de los ejes X e Y. Una vez que conocemos

Ve y V,, calculamos V¥, usando la ec. (3.5). Ilustramos ahora el procedimiento
con un ejemplo numérico.

EJEMPLO 3.5. Hallar el resultado de la suma de los siguientes vectores:

V, = uz(4) + uy(— 3) unidades, V, = u{— 3) + uy,(2) unidades,
Vy = uz2) + uy(— 6) unidades, V, = ul7) + uy(— 8) unidades,

y
V; = uz(9) + uy(1) unidades.

Solucién: Aplicando la ecuacién (3.16), tenemos
Ve=4—3 4+ 2+ 7+ 9 =19 unidades,
Vy =—3 +2—6—8 + 1 = — 14 unidades,

V = uz(19) — uy(14) unidades.

La magnitud de ¥V es V = J/(19)* + (— 14)* = 23,55 unidades. Su direccién se halla
a partir de tga = Vy/V: = — 0,738 6 « = — 36,4°, que es el angulo que V hace
con el eje X.

3.7 Aplicacién a problemas de cinemdtica

Como una ilustracion de cémo trabajar con los vectores en situaciones fisicas
sencillas, consideremos ahora algunos problemas de cinematica. La unica supo-
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sicion fisica que necesitamos es el reconocimiento de que la velocidad es una
cantidad vectorial.

Supongamos, por ejemplo, que tenemos un bote moviéndose con una veloci-
dad Vp relativa al agua. Si el agua estd quieta Vp es también la velocidad del
bote medida con relacién a un observador en la orilla. Pero si el agua fluye a
una cierta velocidad, ello introduce un factor de arrastre que afecta a la velo-
cidad del bote. Asi la velocidad resultante del bote, medida por un observador
en la orilla, es la suma vectorial de la velocidad del bote ¥ g relativa al agua y la
velocidad de arrastre ¥V debida a la corriente del agua. Estoes, V=Vp + V.
Un razonamiento similar se aplica a los objetos que se mueven en el aire, tales
como los aeroplanos.

EJEMPLO 3.6, Un bote a motor se dirige hacia el norte
a 15 millas por hora en un lugar donde la corriente es de
5 millas por hora en la direccién S 70° E. Encontrar la
velocidad resultante del bote.

Solucion: Este problema se ha representado graficamente
en la Fig. 3-23, donde Vs es la velocidad del bote, V¢ la
velocidad de la corriente o arrastre, y ¥ es la velocidad
resultante obtenida de

V="Vs+ Ve w E
Esta relacién se basa en el hecho fisico de que la velo-
cidad resultante es la suma vectorial de la velocidad del S
bote relativa al agua mas la velocidad de arrastre V¢ de-
bida a la corriente. Figura 3-23

Analiticamente, como 9 = 110°, tenemos

V = 15 + 58 1 2(15) (5) cos 110° = 14,1 mi hr-,

lo que da la magnitud de la velocidad resultante. Para obtener la direccién, aplica-
mos la ec. (3.4),
vV - Ve Vesen @
= 6 senf=—-—
sen 0 sen f v

= 0,332

Ol_)teniendo B = 19,4°. De este modo se ve que el movimiento resultante es en la
direccién N 19,4° E.

EJEMPLO 3.7. Un bote a motor se dirige en la direcciéon N 30° E a 25 millas por
hora en un lugar donde la corriente es tal que el movimiento resultante es de 30 mi-
llas por hora en la direccién N 50° E. Encontrar la velocidad de la corriente.

Solucidén: Designando otra vez la velocidad del bote por Vs, la velocidad de la co-
ITiente por Ve, y la velocidad resultante por V, tenemos V = Ve + V¢, de modo que
V_C = V — Vg, Los vectores ¥V y Vz han sido dibujados en la Fig. 3-24, asi como la
diferencia de ellos, lo que da Vc. Para calcular ¥¢, notamos que el angulo entre
V'y — Vs es de 160°. Ast

Ve = J/308 + 258 + 2(30) (25) cos 160° = 10,8 mi hr-%,
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Para obtener la direccién de Ve, obtenemos primero el dngulo « entre V y — Vs,
usando la ecuacién (3.4),

1 Ve V sen 160°
sena  sen 160° ¢ sena Ve = 0,951

obteniendo « = 72°, Por consiguiente el angulo con el eje SN es 72° — 30° = 42°,
Yy la direccién de Ve es S 42° E.

EJEMPLO 3.8, La velocidad de un aeroplano en aire tranquilo es de 200 millas por
hora. Se desea ir de O a 0’, siendo la direccién de 00’ N 20° W. EI viento tiene una
velocidad de 30 millas por hora en la direccién N 40° E. Encontrar la direccién
del movimiento del avién y su velocidad resultante.

Solucién: Designemos la velocidad del aeroplano por Vs y la del viento por V,. La
velocidad resultante es, como antes,

V= V¢+Vw.

En este caso sabemos que V¥ debe de tener la direccién 00’. Por lo tanto el vector
Vs debe dibujarse de tal modo que cuando se sume a V., la resultante esté a lo largo
de OO'. Esto se ha hecho en la Fig. 3-25 dibujando un circulo de radio Va, con el
centro en el extremo de V., y hallando la interseccion de este circulo con la linea 00",

Para proceder analiticamente, notamos que el angulo entre v Y Vwes 20° + 40° =
= 60°, Por tanto, usando la ec. (3.4), obtenemos

Va Vw Vw sen 660 _
sen 60°  sen « 6 sena= Ve = 0130

lo que da « = 7,8°, Por consiguiente, la direccién de V, debe ser N 27,8° W. El 4n-
gulo entre Vo y Vi €5 8 = 27,8° + 400 = 67,8°, y la magnitud de la velocidad re-
sultante, usando la ec. (3.3), es

V = }200* + 30° + 2 x 200 x 30 cos 67,8° = 204 mi hr-!,

{Es posible que este problema tenga dos soluciones, o ninguna? Dejamos la respuesta
al estudiante.
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EJEMPLO 3.9. Hallar la aceleracién de un cuerpo que se desliza a lo largo de un
plano inclinado en un angulo de 6.

Solucion: Sea P (Fig. 3-26) el cuerpo que
se desliza a lo largo del plano AB sin fric-
cién. El plano AB estd inclinado e€n un
angulo 6. Si el plano no estuviera presente
el cuerpo caerfa libremente a lo largo de
la vertical con la aceleracién debida a la
gravedad ¢ = 9,8 m s-* (ver ejemplo 5.2).
Las componentes de g paralela y perpen-
dicular al plano (llamadas, respectivamen-
te, a y a’) estan dados por a = g sen 9

y a’ = g cos 6.
La componente a da la aceleracién del Fig. 8-26. Aceleracién a lo largo de
cuerpo a lo largo del plano. un plano inclinado.

3.8 Producto escalar

Es posible definir otras operaciones con vectores ademdés de la suma. Una de estas
operaciones es el producto escalar; otra es el producto vectorial.

El producto escalar de dos vectores A y B, representado por el simbolo A-B
(leer “A multiplicado escalarmente por B”), se define como la cantidad escalar
obtenida hallando el producto de las magnitudes de A y B con el coseno del an-
gulo entre los dos vectores,

A:B = AB cos 6, 3.17)

Obviamente A+A = A%, ya que el 4ngulo en este caso es cero. Si los dos vectores
son perpendiculares (0 = =/2), el producto escalar es cero. La condicion de per-
pendicularidad se expresa por A:-B =
= 0. El producto escalar es conmutativo;
esto es, A-B = B- A, ya que el coseno
de 6 es el mismo en ambos casos. El pro-
ducto escalar es distributivo con respecto
a la suma; esto es

C-(A+B)=C-A+C-B. (318)

Para probar la propiedad distributiva, 0
notamos en la Fig. 3-27 que

Fig. 8-27. El producto escalar es dis-
C-(A+B)=|C||A+ B|cos y=C(0b), tributivo.

Ya que |4 + B| cos y = 0b. Andlogamente, C+A = CA cos « = C(Oa) y
C:B = CB cos § = C(ab). Sumando, obtenemos

C-A4 + C-B = C(0a + ab) = C(0b).
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Por consiguiente hemos probado la ecuacién (3.18). Los productos escalares entre
los vectores unitarios w, u,, y u; son

Up Uy = Uy Uy = U U, =1,
X x [ y z (3.19)
ux'uy = uy'uz = U;* Uy = 0.
Escribiendo A y B en funcién de sus componentes rectangulares de acuerdo con
la ecuacién (3.12), y aplicando la ley distributiva (3.18), tenemos
A-B = (uzAz + wA, + w,Az) - (UeBr + uyBy + u.B))
- (u:c‘ua:)AxBx + (ua‘.'ug)AxBy —+ (u.r' uz)A;ch
+ (uy* ur)A By + (- u)A, B, + (u,u)A, B,
+ (uz' u::)AzB:l: + (uz' uy)Asz + (uz' uz)Asz-

Aplicando las relaciones (3.19), obtenemos finalmente

A-B =AB; + ABy + A,B,, (3.20)
resultado que tiene muchas aplicaciones. Notemos que

A =A-A =AY+ AL+ AL

lo que estd de acuerdo con la ecuacion (3.11).
Podemos aplicar las propiedades del producto escalar para derivar de manera
sencilla la formula (3.3) para la'suma de dos vectores. De ¥V =V, + V,, tenemos

Vi=(V, + Vp)-(Vy + V) = Vi+ Vi+21,-V,
= VI 4+ V2 4 2V,V, cos 6.
Este resultado se puede extender sin dificultar a cualquier namero de vectores.
Supongamos que V=V, 4+ ¥, + --- = 2;V;. Entonces
V=V, + Vy+ Wyt op
=VEL VE4LVEL ... 2V, F, + 2V
+ .. 20V + -

0, en una notacién compacta,

Vi X V% + 2 ViV,
todos los todos los
vectores pares

EJEMPLO 3.10. Encontrar el angulo entre los vectores A = 2uz 4 3uy—wu; y
B =—uz + uy + 2u..
Selucién: Calculamos primero su producto escalar, usando la ecuacién (3.20):

A'B =2(—1)+ 3(1) + (—1)2 = —1.



3.9) Producto vectorial 47

También _
A=1J4+9+1=Y}14 = 3,74 unidades

y _
B=J1+1+4=16 =245 unidades.

Por consiguiente de la ec. (3.17), tenemos

cose——éi—ﬂ 1
T AB 9,17

= — 0,109,
lo que corresponde a 6 = 96,3°.

EJEMPLO 3.11. Expresar la ecuacién de un plano perpendicular al vector V =
= u;A + wyB + uw.C y que pasa por el punto P,

Solucién: Designando el vector posicién de
P, por r, (Fig. 3-28), y el vector posicién
de cualquier punto P del plano por r, ve-
mos que el vector

debe ser perpendicular a V. Asf
Ve(r—mry) =0

es la ecuacién que debe ser satisfecha por
los vectores posicidn » de todos los puntos
del plano. Usando la ecuacion (3.20), po-
demos escribir :

A(x —xo) + Bly—yo) + Cz —2p) = 0,

que es la forma en la cual se expresa usual-
mente la ecuacion de! plano en geometria Fig. 3-28. Ecuacién vectorial de un

analitica. plano.

3.9 Producio vectorial

El producto vectorial de dos vectores 4 y B, representado por el simbolo 4 x B
(leer “A multiplicado vectorialmente por B™), se define como el vector perpen-
dicular al plano determinado por A y B en la direccion de avance de un tornillo
de rosca derecha que ha sido rotado de A4 hacia B (Fig. 3-29). Un tornillo de rosca
derecha es aquel que, si colocamos nuestra mano derecha como se muestra en
la (Fig. 3-29), con los dedos sefialando en la direccién de la rotacion, el tornillo
avanza en la direccion del pulgar, La mayoria de los tornillos ordinarios son de
rosca derecha.

La magnitud del producto vectorial A x B est4 dada por
| A x B| = AB sen 6, (3.21)

Otra regla sencilla util para establecer la direccion de A4 x B es la siguiente:
Colocar el pulgar, indice y el dedo mayor de la mano derecha en la posicion mos-
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o
Al

'BxA

Fig. 3-29. Relaciones vectoria-  Fig. 3-30. Regla de la mano dere-
les en el producto vectorial. cha para el producto vectorial.

trada en la Fig. 3-30. Si el indice y el dedo mayor apuntan en las direcciones
de A y B, respectivamente, el pulgar apunta en la direccién de 4 x B. En rea-
lidad la regla es mas general, y los vectores A, B, y A x B pueden ser asignados
sucesivamente a los dedos empezando por cualquiera de ellos, siempre que se
mantenga el siguiente orden ciclico.

/ Pulgar \

, Dedo
Indice
mayor
v

De la definicion del producto vectorial, llegamos a la conclusion que
AxB=—Bx A, (3.22)

ya que el sentido de rotacion del tornillo se invierte cuando el orden de los vec-
tores se cambia, de modo que el producto vectorial es anticonmutativo, Si dos
vectores son paralelos, 6 = 0° sen 8 =0, y el producto vectorial es cero. Por
consiguiente la condicién del paralelismo puede expresarse por 4 x B = 0. Ob-
viamente 4 x 4 = 0.

Notese que la magnitud del producto vectorial es igual al area del paralelo-
gramo formado por los vectores, o es igual al doble del area del tridngulo formado
con su resultante. Esto puede verse como sigue (Fig. 3-31). La magnitud de
A x B es ABsen 6. Pero Bsen 6 =h, donde h es la altura del paralelogramo
formado con A y B como lados. Asi

| A x B| = Ah = 4rea del paralelogramo.

El producto vectorial es distributivo con relacién a la suma; esto es,

Cx(A+B)y=CxA+CxB. (3.23)
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Fig. 8-81. El producto vectorial Fig. 3-82. EIl producto vectorial
es equivalente al area del parale- es distributivo.

logramo definido por los dos vec-

tores.

La demostracion cuando los tres vectores son coplanares es muy simple. En este
caso (Fig. 3-32) los tres productos vectoriales que aparecen en la ec. (3.23) son
perpendiculares a la pagina de este libro, y sélo es necesario verificar la ec. (3.23)
para estas magnitudes. Sin embargo

|C x (4 + B)| =|C||A + B| sen y = C(Ob).
Similarmente,

|C x A| = CAsen « =C(0a); |C x B| =CB sen § = C(ab).
Al sumar, obtenemos

|C x A| + | C x B| = C(Oa + ab) = C(0b).

Por consiguiente la ec. (3.23) ha sido probada tanto para la magnitud como para
la direccion. La prueba en el caso general de tres vectores en el espacio, es ana-
loga, pero algo compleja.*

Los productos vectoriales entre los vectores unitarios, u., w,, u; son

Uy x Uy =— Uy X Uz = Uz,
uy X U, = — Uz X uy = Uy, (3.24)
U; x uxz—ugxuzzuy,

umx uzzuyxuy=uzxuz=00

————— e

. Par.a una prueba general, ver G. B. Thomas, Cdlculo infinitesimal y geometria analifica, terce-
ra edicién; Madrid : Aguilar, 1964, Seccién 13-4.
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Escribiendo 4 y B en funcién de sus componentes rectangulares, de acuerdo a la
ec. (3.12), y aplicando la ley distributiva (3.23), tenemos
AxB=(uAr + wA, + wA;) % (UzB; + (w,B, + u.B,)
= (Uz x Ug)AzBy + (Ue x YA B, 4 (U x ,)A, B,
+ (uy x ur)A Bx + (w, x w)A, B, + (u, x u,)A,B,
+ (U, x Ug)A, B, + (u; x w)A,; B, + (u, x u,)A,B,.

Aplicando las relaciones (3.24), tenemos finalmente

A x B = w(A,B, — A.B) + u,(A,B. — AB,)
+ u(A.B, — A,By). (3.25)

La ec. (3.25) también se puede escribir en la forma mas compacta de determinante,

(U uy
Az A, Al (3.26)

B. B, B

AXB:

Nota sobre los determinantes. Un determinante es una notacién conveniente para
designar cantidades que han sido combinadas en cierta forma simétrica. Un deter-
minante de segundo orden es un arreglo de 2 x 2 numeros evaluados de acuerdo
a la regla:

a; a
b, b,
Nétese que lo que hacemos es multiplicar a lo largo de las diagonales y sustraer.

Un determinante de tercer orden es un arreglo de 3 x 3 ntimeros evaluados de acuer-
do a la regla:

= albz m— aEbl'

a, a; a, b, b, by b, b, b,
by by by | =g + a, + a3
€, € G €, €4 e & ¢ €

= U)(byCy — b3ty) + A(ByCy — b1Cg) + A3(bsCy — byty).

Nétese el orden en que las columnas aparecen en cada término. El estudiante puede
verificar que al aplicar esta regla a la ec. (3.26), obtendra la ecuacién (3.25). Para
mayor informacién en determinantes, el estudiante debe consultar G. B. Thomas,
Cdlculo infinitesimal y geomeiria analitica, tercera edicién; Madrid: Aguilar, seccio-
nes 8-1 y 8-2.

EJEMPLO 3.12, Hallar el 4rea del paralelogramo determinado por los vectores
A=2ua:+3uy—“; y B=-—'"'u;c+ﬂ.y+2ﬂz.

Solucién: Calculemos primero el producto vectorial de 4 y B, usando la ecuacién
(3.26):
Ur Uy u;
Ax B = 2 3 —1 | = Tuz — 3uy + 5u..
1

—1 2
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Luego el 4rea del paralelogramo es justamente la magnitud de 4 x B, o
Area = |4 x B| = V49 + 9 + 25 = 9,110 unidades.

EJEMPLO 3.13. Hallar la distancia del punto P (4, — 1, 5) a la linea recta que pasa
por los puntos P,(—1,2,0yP(1,1,4)

Solucién: La geometria del problema ha sido ilus- Z
trada en la Fig. 3-33. Se ve que d = P,P sen 6. In-
troducimos los vectores

A=F;P y B=ITI-P‘,

a™T

de modo que, usando la ec. (3.14), obtenemos

—

PP = 5us — 3uy + 5us,

A
B

P_I3 = 2u; — uy + 4u,

Vemos entonces que

K— ——— o ————— e ——— —

ABsen® _ |axB|
B B X

d=Asend = Figura 8-83

De modo que, usando la ec. (3.26) para calcular el producto vectorial de 4 x B,
obtenemos

Ux Wy L

AxB=i5 —3 5 | = —Tuzs — 10uy + 1lu,.
2 —1 4
Entonces {4 x B| = }/49 + 100 + 1 = J 150 = 12,25, y ya que B =
= )4 +1+ 16 =21 = 4,582, obtenemos -
a= 148l _ o6

3.10 Representacién vectorial de una superficie

En la discusién relacionada con la Fig. 3.31, indicamos que el producto vectorial
A x B es igual en magnitud al 4rea del paralelogramo cuyos lados estdn definidos
por los vectores A y B. Ello sugiere la posibilidad de asociar un vector con una
superficie.

Consideremos la superficie plana S (Fig. 3-34) cuya periferia L estd orientada
como lo indica la flecha. Adoptaremos la convencién de representarla por un
vector S, cuya magnitud es igual al drea de la superficie y cuya direccién es per-
Pendicular a la superficie. El sentido del vector es aquel en el cual avanza
un tornillo de rosca derecha cuando su cabeza se gira en el sentido de orientacién
dela periferia,

Las componentes de S tienen un significado geométrico simple. Supongamos
que el plano de la superficie S hace un 4ngulo 6 con el plano XY (Fig. 3-35). La
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proyeccion de S en el plano XY es S cos 6. Pero la normal al plano de la super-
ficie también forma un 4ngulo 6 con el eje Z. Por consiguiente, la componente Z
del vector § es S, = § cos 6. Luego concluimos que las componentes de S a lo
largo de los ejes coordenados son iguales a las proyeccio-

! nes de la superficie en los tres planos coordenados.
: l Si la superficie. no es plana siempre puede ser posible
' é dividirla en un nimero muy grande de pequeias dreas
(figura 3-36) cada una de las cuales es pricticamente
plana, y representarla por un vector S; De ese modo

el vector que representa la superficie curva es

S=8+8+8+ - =% 8.

En este caso la magnitud de S no es igual al 4rea de la

superficie curva, la que es X;S;; sin embargo, las magni-

tudes de sus tres componentes son iguales a las dreas de

las proyecciones de la superficie en los tres planos coor-
>  denados.

Por ejemplo, consideremos un terreno, que sea en parte

Fig. 3-84. Represen- horizontal y en parte esté en una ladera de una colina,

tacién vectorial de ¢, se indica en la Fig. 3-37. Si S,y S, son las dreas de

una superficie. cada parte, el drea total del terreno usable para la agricul-

tura es S, + S,. Sin embargo, si el terreno debe ser usado

para un edificio, lo que realmente es util es la proyecciéon del terreno en un

plano horizontal, esto es S, 4 S, cos 6. El vector § = §, + 8, que representa
el terreno, tiene una magnitud

S=)82+ 8%+ 25,5, cos 6,

que es mas pequena que S, + S,. Pero su componente a lo largo del eje vertical
Z es S; =5, + S, cos 9, de acuerdo con la proyeccion del terreno en el plano
horizontal XY.

Fig. 8-85. Proyeccién de una superficie Fig. 8-86, Suma vectorial de superfi-
en un plano. cies.
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=
!
1

Z ~

I

|
S; cos 0 !
|
I
|
|

8;=8,+83 cos 6

Figura 8-37 Fig. 3-838. Una superficie cerrada esta
representada por un vector nulo.

Finalmente, consideremos una superficie cerrada, como se muestra en
la Fig. 3-38. Dividamos esta superficie en pequefias superficies planas, cada una
de ellas representada por un vector S; en la direccién exterior. Podemos siempre
tomar las pequefias areas en pares tales que su proyeccion sea cero. Por ejemplo,
en la Fig. 3-38, las dos 4reas S, y S, tienen la misma proyeccién en el plano XY,
pero con signos opuestos. Por consiguiente, S;; = a ¥ S,; = — a. Sumando dichos
pares obtenemos S, = X;S;; = 0. Con el mismo argumento vemos que este re-
sultado también es vélido para las componentes de S = 2;S; a lo largo de los
otros dos ejes. Por consiguiente, S8 = 0, o lo que es lo mismo, el vector que repre-
senta una superficie cerrada es cero.
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Problemas

3.1 Dos vectores de 6 y 9 unidades de
longitud, forman un angulo entre ellos
de (a) 0° (b) 60° (c) 90° (d) 150° y
(e) 180°. Encontrar la magnitud de su
resultante y su direccién con respecto al
vector mas pequeiio.

3.2 Encontrar el angulo entre dos
vectores de 10 y 15 unidades de longitud,
cuando su resultante tiene (a) 20 unida-
des de longitud y (b) 12 unidades de
longitud. Dibujar la figura apropiada.

3.3 Dos vectores forman un angulo de
110°. Uno de ellos tiene 20 unidades de
longitud y hace un angulo de 40° con
el vector suma de ambos. Encontrar la
magnitud del segundo vector y la del
vector suma.

3.4 El vector resultante de dos vec-
tores tiene 10 unidades de longitud y hace
un angulo de 35° con uno de los vectores
componentes, el cual tiene 12 unidades
de longitud. Encontrar la magnitud del
otro vector y el angulo entre ellos.

3.5 Encontrar el angulo entre dos vec-
tores de 8 y 10 unidades de longitud,
cuando su resultante forma un angulo
de 50° con el vector mayor. Calcular tam-
bién la magnitud del vector resultan-
te.

3.6 El vector resultante de dos vecto-
res tiene 30 unidades de longitud y hace
angulos de 25° y 50° con ellos. Hallar la
magnitud de los dos vectores.

3.7 Dos vectores de 10 y 8 unidades
de longitud, forman entre sf un angulo
de (a) 60° (b) 90° y (¢) 120°. Encontrar
la magnitud de la diferencia y el angulo
con respecto al vector mayor.

3.8 Encontrar los componentes rectan-
gulares de un vector de 15 unidades de
longitud cuando éste forma un angulo,
con respecto al eje positivo de las X,
de (a) 50°, (b) 130°, (¢} 230° y (d) 310°.
3.9 Tres vectores situados en un plano,
tienen 6, 5 y 4 unidades de longitud.
El primero y el segundo forman un
angulo de 50°, mientras que el segundo
y el tercero forman un angulo de 75°.
Encontrar la magnitud del vector resul-
tante y su direccién con respecto al
vector mayor.

3.10 Dados cuatro vectores coplana-
res de 8, 12, 10 y 6 unidades de longitud
respectivamente; los tres tltimos hacen
con el primer vector 4ngulos de 70°, 150°
y 200°, respectivamente. Encontrar la
magnitud y la direccién del vector re-
sultante.

3.11 Un aeroplano viaja de A siguiendo
la direccién del norte hacia B, y luego
retorna a A. La distancia entre A y B
es L. La velocidad del avidn en el aire
es v y la velocidad del viento es v'.
(a) Demostrar que el tiempo necesario
para un viaje de ida y vuelta en aire
quieto, v’ = 0, es {z = 2L/v. (b) Demos-
trar que el tiempo necesario para un
viaje de ida y vuelta cuando el viento
corre hacia el este (u oeste) es

to = taf} 1 — (v309).

(¢) Demostrar que el tiempo necesario
para un viaje de ida y vuelta cuando el
viento corre hacia el norte (o sur) es
te = taf1 — (0%/0?). (d) {Qué posibilidad
existe de que se realicen los viajes (b) 6
(¢) cuando v' = p? Para un v’ dado,
jcudl tiempo es mayor f» 6 tc?

§

45°

N I N %

'Bander?: \ Z
= W L

/ : GallSa?; Z

' \ | | dete S %

]”%/
Figura 3-39

3.12 La bandera situada en el mastil
de un bote a vela flamea haciendo un
angulo de 45° como se muestra en la
Fig. 3-39, pero la bandera situada en una
casa a la orilla se extiende 30° al suroeste.
(a) Si la velocidad del bote es de 10 km
hr-! calcular la velocidad del viento.
(b) Encontrar la velocidad aparente del
viento para un observador situado sobre
el bote.



3.13 Demostrar que si las magnitudes
de la suma y la diferencia de dos vec-
tores son iguales, entonces los vectores
son perpendiculares.

3.14 Demostrar que si la suma y la
diferencia de dos vectores son perpen-
diculares, los vectores tienen magnitudes
iguales.

3.15 Verificar que las magnitudes de la
suma y la diferencia de dos vectores A y
B, expresadas en coordenadas rectangu-
lares, estan dadas por:

S = [(As + Bz + (Ay + By)* +
+ (As + B

y
D = [(Az - Bz)’ + (Ay— By)‘ +
+ (A: — B\
respectivamente.
3.16 Dados los vectores

A = uz(3) 4 ul4) + ul(—5)

B = us— 1) + uy(1) + ud2).

Encontrar: (a) la magnitud y direccién
de su resultante, (b) la diferencia, de su
vector A— B, y (c) el angulo entre
Ay B,

3.17 Encontrar el resultado de la suma
de los siguientes vectores:

@) ¥, = usl5)  + u—2) + ws,

(B) Vy = ue(—3)+ u(l) + ul—7),

(©) Vs =us{d) + ud7) + ud6).
Obtener la magnitud de la resultante

Y los 4ngulos que hace con los ejes X-,
Y'; Yy Z-

3.18 Dados los vectores:

(@) ¥y = u(—1) + w(3) + udd),
(b) ¥y = u3)  + u(—2) + u(—8),
(€) Vs =u4) +ufd) +udd)

(a) Determinar por célculo directo si hay
alguna diferencia entre los productos
Vix(Vyx V) y (VyxVy)xV, (b)
Encontrar V,+(V, x V;) y (V, x V,)* ¥,
Y determinar si hay alguna diferencia.
Calcular (V, x ¥))-V, y comparar este
Tesultado con los dos anteriores.

3.19 Expresar V,(V, x V,) en forma de
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determinante. A partir de ella derivar
sus propiedades de simetrfia; esto es,

Vi'Vex Vy, = VoV, XV,
= Ve Vy x V.

Demostrar que el valor de! producto
triple escalar es igual al volumen del
paralelepipedo formado por los tres vec-
tores.

3.20 Demostrar que:
Vy % (Vg x V) = (W, V)V, — (Vy* VYV,

Sugerencia: Colocar el eje X alo largo
de ¥V, y el eje Y de modo que V, se
encuentre en el plano XY, y verificar la
relacién por expansién directa.

3.21 Encontrar la distancia entre los
puntos P, (4,5, — ) y Py (— 3, 6, 12).
Escribir también la ecuacién de la linea
recta que pasa por los puntos.

3.22 Encontrar la distancia del punto
P4, 5, —7) a la recta que pasa por el
punto Q(— 3, 6, 12) y es paralela al
vector V = uz(4) — uy(1) + u«3). En-
contrar también la distancia del punto P
al plano que pasa por Q y es perpendicu-
lar a V.

3.23 Demostrar que la distancia entre
la recta que pasa por P, y es paralela
a V, y la recta que pasa por P; y es
paralela a V, es

PPV, x Vt/Wx x .

Nota: La distancia entre dos lineas que
no se cortan se define como la longitud
de la perpendicular mas corta a ambas
lineas. Desarrollar el resultado anterior,
utilizando las coordenadas de Py y P,
y las componentes de V; y V,. Aplicar
al caso cuando P,(4, 5, —7), Py(—3,
6, 12), V1=uz+uy+u;y V|=“a
(—2) + uy + u(3).

3.24 Dados una recta que pasa por
P(4, 5, — 7) paralela a ¥; = ug(— 1) +
+ uy(2) + uf— 4) y un plano a través
de (—3, 6, 12) y perpendicular a
V, = 4z + uy(— 1) + uf2). (a) Escri-
bir las ecuaciones respectivas en coorde-
nadas rectangulares. (b) Encontrar el
punto de interseccién de la recta y el
plano. (c) Hallar el éngulo entre la
linea y el plano.
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3.25 Encontrar la ecuacién de la recta
que pasa por P(4, 5, — 7) y es paralela
a la interseccion de los planos 3z — 2y +
+92 =10y 4+ y—2 =4. Encon-
trar también la ecuacidén de la intersec-
cién.

3.26 Demostrar que si (V,, V; y V, su-
man cero, entonces V, x V; = V, x
x V, = ¥V, x V. De estas relaciones, ob-
tener: V,/sen V,V, = V,fsen V,V, =
= V,/sen < V,V,, donde < VV; significa
el angulo entre los vectores V¢ y V.

3.27 Demostrar que si dos vectores
tienen la misma magnitud V y hacen
un angulo 6, su suma tiene una magnitud
S =2Vcos1/20 y su diferencia D =
= 2V sen 1/26.

3.28 Utilizando las componentes de V,
y V, expresadas en coordenadas esféri-
cas (ec. 3.10) demostrar que el angulo
entre los vectores puede encontrarse a
partir de cos 0,;, = sen 0, sen 9, cos (¢; —
— ¢¢) + cos0; cosHB;, donde 0, es
el dngulo entre los vectores. Este resul-
tado es de gran uso en calculos astrond-
micos. Adoptar este resultado para obte-
ner el angulo entre las verticales en San
Francisco (latitud: 37° 45’ N; longitud:
122° 27 W) y New York (latitud: 40°
40’ N; longitud: 73° 50’ W). Verificar su
respuesta con aquélla del problema 2.17.

3.29 Dado el conjunto de 3 vectores
nocoplanares a,, a,, a,, los vectores

ol = —B2*%
o, a, x a

at = asxal ,
GGy X Gy

= HX%
a6, x a

se denominan vectores reciprocos. Demos-
trar que a'*a; =1 y que af-a; =0
donde { y j toman los valores 1, 2, 3.
Discutir la disposicidn geométrica de los
vectores reciprocos a!, a®, a® en relacién
con a,, a,, a,.

3.30 Demostrar que cualquier vector V
puede escribirse en cualquiera de estas
dos formas

V = (V.“l)l + (V'a’)a, + (V.aS)aa
= Zy(V-a'ay

0
V= (V:a)a' + (V:ay)a* + (V-a,)a®
= Ji(V-a)d',

3.31 Denominando Veat= Vi y V! =
= V-a'las componentes covarianies y con-
travariantes de V, y

gy = aia, g = a'-d,
demostrar que

Vi=2\Vigh, V= XVigy.

VvVt = Z ViVt = FyViVig¥
= Yy V'Vigy.

Estas relaciones son muy importantes
en calculos vectoriales con coordenadas
oblicuas, y son especialmente utiles en
fisica del estado sélido en el tratamiento
de la estructura cristalina de los sélidos.

3.32 Demostrar que
a'*a® x a® = 1/a;*a, x a,,

3.33 Demostrar que r = as? + bs + ¢
(donde a, b y ¢ son vectores constantes
y s una variable escalar) representa una
pardbola situada en el plano formado
por los vectores ¢ y b y que pasa por un
punto cuyo vector posicidn es e.

3.34 Demostrar que un vector unitario
en tres dimensiones puede expresarse
como

¥ = Mz COS & + uycos P + ugcos 0,

donde los angulos «, p y 6 estdn definidos
en la Fig. 3-17.

3.35 Utilizando el hecho de que el vec-
tor que representa una superficie cerrada
es cero, demostrar que dos superficies
que tienen la misma linea cerrada como
contorno estan representadas por el
mismo vector.

3.36 Una superficie abierta estd limi-
tada por un tridangulo con vértices en
(0, 0, 0), (2, 0, 0) y (0, 2, 0). Esta cons-
tituida por tres superficies triangulares
teniendo cada una de ellas un lado coin-
cidente con los lados del tridngulo y un
vértice comin en el punto (a, b, ¢). De-
mostrar que el vector que representa
la superficie completa es independiente



de (a, b, ¢). (Se esperaba este resultado
en vista del problema 3.35?

3.37 Un tetraedro es un sélido limitado
por cuatro superficies triangulares. Con-
siderar el tetraedro con vértices en los
puntos (0,0,0), (2,0,0), (0,2,0) y
(1,1, 2). Encontrar: (a) el vector que
representa cada cara; (b) el vector que
representa todo el tetraedro; (c) 1a mag-
nitud de la superficie del tetraedro.
Esperaba Ud. obtener el resultado ob-
tenido en (b)?

Problemas a7

3.38 Utilizando métodos vectoriales,
encontrar: (a) la longitud de las diago-
nales de un cubo; (b) sus angulos con
los lados adyacentes; (c) sus angulos
con las caras adyacentes; (d) el angulo
entre las diagonales.

3.39 Las caras de un tetraedro regular
son triangulos equilateros de lado a.
Encontrar, utilizando métodos vecto-
riales, el dngulo que hace cada lado con
la cara opuesta y la distancia de un vér-
tice a la cara opuesta.



